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In [27] haben wir alle im Titel genannten quasieinfachen Gruppen 
bestimmt, in denen jede nicht auf&bare 2-lokale Untergruppe nicht 
2-constrained ist. In diesem Teil der Arbeit sollen jetzt die restlichen 
quasieinfachen Gruppen bestimmt werden. Damit ist dann das Theorem 
aus [27] bewiesen. Wie in [27] nennen wir eine Gruppe, in der alle 2-Sylow- 
Durchschnitte keine elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 16 
besitzen, eine 31-Gruppe. In diesem Teil der Arbeit sol1 nun der folgende 
Satz bewiesen werden. 
SATZ. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Besitzt G/Z(G) nicht auflisbare 
2-lokale Untergruppen, so besitze G/Z(G) such nicht auj%sbare 2-lokale 
Vntergruppen, die 2-constrained sind. Weiter enthalte G keinen Normalteiler 
ungerader Ordnung. Dann ist G zu einer der folgcnden Gruppen isomorph. 
N Gkd, sL@), Suds), Wd, %dq), q ungmade. 
(ii) Eine perfekte zentrale Erweiterung von L,(4) durch eine zyklische 
Gruppe von der Ordnung vier. 
(iii) Eine perfekte zentrale Erweiterung von Sa(8) durch eine elementar 
abelsche Gruppe,von der Ordnung xwei oder vier. 
(iv) Eine perfekte zentrale Erweiterung von Jz oder A, durch Zz , 
(4 L&d, G.(q), 4W q untwade. 
(vi) L,(3), u,(3). 
(4 L(q), u&d, s+), q guade. 
(viii) A, , M,, oder O’Nan’s sporadische eirzfache Gruppe. 
ZunPchst kiinnen wir zum Beweis des Satzes annehmen, da0 G/Z(G) 
nicht au&bare 2-lokale Untergruppen besitzt. 1st das nicht der Fall, 
so ist die Struktur von G/Z(G) und damit von G nach [8] bekannt. Weiter 
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ist klar, daB es geniigt, solche Gruppen G zu betrachten, die die folgende 
Eigenschaft haben: 1st U eine echte Untergruppe von G und U/O(U) 
quasieinfach, so ist U/O(U) zu einer der Gruppen des Theorems aus [27] 
isomorph. Sei jetzt H eine 2-lokale Untergruppe von G, die 2-constrained 
und nicht aufliisbar ist. Nach [26] ist die Struktur von O,(H/O(H)) und 
von H/O,,,,(H) bekannt. In fast allen Fallen gibt es in H/O(H) eine Involution 
x, die zentral in H/O(H) ist. D er erste Beweisschritt besteht nun darin, 
den C,(x) zu berechnen. Hierbei ergibt sich die Schwierigkeit, dal3 eine 
Faktorgruppe einer 31-Gruppe keine 31-Gruppe sein mul3. 
Der Schliissel zum Beweis des Satzes liegt in der Tatsache, da13 O,(H/O(H)) 
fast immer eine Untergruppe R enthalt, die in H/O(H) normal liegt und 
die Eigenschaft hat, da8 N(R)/R eine zentralisatorgleiche elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16 mit nicht aufliisbarem Normalisator 
enthalt. Ein grol3er Teil dieser Arbeit ist nun dem Problem gewidmet, 
einfache Gruppen zu bestimmen, die eine 2-lokale Untergruppe L enthalten 
mit O&L/O(L)) g Era und nicht au&barer Faktorgruppe L/O,*.,(L). 
Hierbei liegt die Hauptarbeit in dem Fall, dal3 L/O,,,,(L) zu L’s isomorph 
ist. Die Halfte dieser Arbeit nimmt die Klassifikation von PSL(4, 4) und 
PSU(4, 4) durch eine 2-lokale Untergruppe, die eine nicht zerfallende 
Erweiterung von Ers durch za ist, ein. Hierbei werden noch zwei andere 
Annahmen vorausgesetzt, die auf den Fall, dal3 PSL(4, q) bzw. PSU(4, q) 
Sektion einer 31-Gruppe ist, zugeschnitten sind. Im allgemeinen Fall hatte 
such HiS eine solche 2-lokale Untergruppe. Aber His kann niemals Sektion 
einer 31-Gruppe sein. 1st nun erst einmal N(R) bestimmt, so ist es oft nur 
noch ein kurzer Weg bis zur Bestimmung von C(x). Dann ist die 2-Sylow 
Gruppe von G bekannt. Mit Klassifikationssatzen l&t sich dann G mit 
einer der Gruppen des Theorems identifizieren. 
Es bleiben dann noch die Falle iibrig, in denen O,(H/O(H)) keine Involu- 
tion enthalt, die in H zentral ist. Da wir annehmen kiinnen, da8 der sektionale 
2-Rang von G grijljer als vier ist, kiinnen wir dann mit [21] zeigen, daB G 
zu O’Nan’s sporadischer einfacher Gruppe isomorph sein mu& 
Die vorkommenden Bezeichnungen sind Standard-Bezeichnungen oder 
in [27] erklart. Insbesondere wird wieder mit X * Y das zentrale Produkt 
mit vereinigten Zentren von X mit Y bezeichnet. 
An dieser Stelle miichte ich den Herren B. Beisiegel und \‘. Sting1 fur 
die vielen fruchtbaren Diskussionen beim Entstehen dieser Arbeit danken. 
1. HILFSS~TZE 
In diesem Abschnitt bestimmen wir die Struktur gewisser 2-lokaler 
Untergruppen von G, die nicht aufl&bar, aber 2-constrained sind. 
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LEMMA 1.1. Sei G eine 3I-Gruppe, die 2-constrained und nicht auflisbar 
ist. Sei we&r O(G) = 1. Ist O,(G) zu Q8 * D, isomorph, so ist G/O,(G) 
zu A, oder Z; isomorph. 
Beweis. Die Behauptung folgt sofort aus der Tatsache, daB Aut(O,(G))/ 
Inn(O,(G)) zu Z; isomorph ist. 
LEMMA 1.2. Sk G eine 3I-Gruppe, die 2-constrained und nicht aujltisbar 
ist. Sei weiter O(G) = 1. Ist O,(G) zu Z,, * (Q, c DB), n 2 2, isomorph, 
so ist G/O,(G) xu A, , A, , .& oder JT6 isomorph. 
Beweis. Sei iV = C,(Z(O,(G)))/O,(G). Dann ist N zu einer Untergruppe 
von A, isomorph. Sei R eine minimale normale Untergruppe von iV. Dann 
ist R einfach. Nach [26] ist R zu A, oder A, isomorph. Also ist N zu A,, 
A, , Z; oder ,& isomorph. DaZ(O,(G)) zyklisch ist, folgt, daR G/C,(Z(O,(G))) 
eine 2-Gruppe ist. Da O,(G/O,(G)) = 1 gilt, folgt die Behauptung. 
LEMMA 1.3. Sei G eine 3I-Gruppe, die 2-constrained und nicht auj&bar 
ist. Sei weiter O(G) = 1. Ist O,(G) zu .Z,n x (Qs * DB), n 3 1, isomorph, 
so ist G/O,(G) zu A, oder .E5 isomorph. 
Beweis. Es gilt / G : No( < 2. Nun betrachte N,(Z,n). Es folgt, 
da0 WAZ24102(G) zu A, isomorph ist. Das liefert die Behauptung. 
LEMMA 1.4. Sei G eine 3I-Gruppe, die 2-constrained und nicht aujkbar 
ist. Weiter sei O(G) = 1. Ist O,(G) zu Q2n x (Q8 * D,) isomorph, so ist 
G/O,(G) zu A,, & , A, x Z, , & x Z, , A, x i$ , z; x z& odcr (A, x Z,)(s) 
mit A5(s) s & und Z,(s) s & isomorph. 
Beweis. Sei L = Qs * D, und (a> = Z(L). Sei M = (b 1 b E O,(G) und 
b2 = a). Dann ist M zu Z, x (Q, * Ds) isomorph. Weiter liegt M normal 
in G. Nun ist C,(M)M/M zu einer Untergruppe von Z; isomorph. Weiter 
hat G/(C,(M)M) einen Normalteiler isomorph zu A, . Also ist L z Qs * D, 
normal in G. Die Struktur der Automorphismengruppe von L liefert nun 
die Behauptung. 
LEMMA 1.5. Sei G eine 3I-Gruppe, die 2-constrained und nicht auflisbar 
ist. Sei weiter O(G) = 1. Ist O,(G) zu D,n * (Q8 c D,), n 2 3, isomorph, 
so ist G/O,(G) zu A, , A, , Z; oder .& isomorph. 
Beweis. Sei zunachst n > 4. Dann gibt es eine Untergruppe M von 
O,(G) isomorph zu Z, * Qs * D, , die normal in G liegt. Weiter ist C,(M) 
in O,(G) enthalten. Also ist G/M eine Erweiterung einer Diedergruppe 
mit A, , A, , ,JY5 oder ,?a . 
Sei nun n = 3. Dann ist G/O,(G) isomorph zu einer Untergruppe von 
Aut(PSp(4,3)). Wir nehmen zunachst an, daB G die Gruppe PSp(4, 3) 
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involviert. Dann gibt es eine Gruppe von der Ordnung 211, die von A, 
normalisiert wird. Das widerspricht aber den Ergebnissen von [26]. Also 
ist ein minimaler Normalteller von G/O,(G) zu A, oder A, isomorph. 
Sei N ein Urbild dieses Normalteilers. Dann ist N’ n O,(G) zu Qs * D, 
oder 2, * Qs * D, isomorph. Also ist G/O,(G) zu einer Untergruppe der 
Automorphismengruppe von 2, * Qs * D, isomorph. Das liefert, dal3 
G/O,(G) zu einer Untergruppe von & isomorph ist. Somit ist das Lemma 
bewiesen. 
DEFINITION 1.6. Sei & die Menge aller 2-lokalen Untergruppen H 
von G, die die folgenden Bedingungen erfiillen. 
(i) H ist nicht auf&bar aber 2-constrained 
(ii) O,*,,(H) = O,(H) x O(H). 
Seien Hl und H, Elemente aus &. Wir definieren auf d eine Halb- 
ordnung. Es ist Hl 6 Hz genau dann, falls 
6) Wh) S W%). 
(ii) 1st R maximal in Hl mit der Eigenschaft, daB R/O,(H,) einfach 
ist, dann ist R eine Untergruppe von H, . 
Die Menge der beziiglich 4 maximalen Elemente von d bezeichnen 
wir mit JZr . 
LEMMA 1.7 [26]. Sei A? # 0. Ist HE A1 , so ist O,(H) zu einer der 
folgenden Gruppen isonwrph. 
(4 Qs *Da; 
(ii) Zan * (Qs * Da), n > 2; 
(iii) Z,n x (Qs * D,), n > 1; 
(iv) Q2n x CD, * Q8), n 3 3; 
(v) D,n * CDs * Qs), n 2 3; 
(vi) Zan X Zsn X Zsn, n 3 1. 
DEFINITION 1.8. Wir nennen eine 31-Gruppe G vom Typ (i), i = I,..., 6, 
falls 
(i) 4 # 0. 
(ii) Es gibt ein Element H E&Y~ , so daf3 O,(H) zu einer Gruppe 
vom Typ (i) aus Lemma 1.7 isomorph ist. 
(iii) 1st U eine echte Untergruppe von G und U/O(U) quasieinfach, 
so ist U/O(U) zu einer der Gruppen des Theorems isomorph. 
1st jede 2-lokale Untergruppe auflosbar, so heiDt G vom Typ (0). 
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Bemerkung. Besitzt G eine nicht auflijsbare 2-lokale Untergruppe, die 
2-constrained ist, so ist .M # a. 
LEMMA 1.9. Sei G eine 3I-Gruppe. Sei weiter & # 0 und HEAD. 
Dunn ist H/O,,,,(H) zu A,, A,, .X5, .X6, A, x 2, , Z; x 2, , (A6 x Z&s), 
mit AS(sj s Z; und Z,(sj E & , oder L,(7) isomorph. 
Beweis. 1st O,(H) zu Qzs c D, , Z,n x (0, * Ds), Z,n * ($& * D8) oder 
D,n * (Qs * D,) isomorph, so folgt die Behauptung mit Lemmata 1.1-1.3 
bzw. 1.5. 
Sei nun O,(H) zu Qan x (Qs c Ds) isomorph. Weiter enthalte H/O,(H) 
einen Normalteiler N, der zu & isomorph ist. Sei S das volle Urbild einer 
Sylow 2-Untergruppe von N in H. Dann ist N,(S) nicht au&bar. Weiter 
ist Nc(S) 2-constrained. Da N,(S) E .I@ und H ==c Nc(S), folgt ein Wider- 
spruch. Nun folgt die Behauptung mit Lemma 1.4. 
Sei zuletzt O,(H) zu Z,n x Z,n x Z,n isomorph. Dann ist H/O,(H) 
eine Automorphismengruppe von l&(0,(H)). Also ist H/O,(H) zu PSL(2,7) 
isomorph. 
SATZ 1.10. Sei G eine quasieinfache Gruppe vom Typ (0). Dunn ist G 
xu L,(q), q > 3, &x(29, U,(2”), L,(3), U,(3), Ml, oder A, isomorph. 
Beweis. Nach Definition 1.8 ist G einfach. Da die Tits-Gruppe offensicht- 
lich keine 3I-Gruppe ist, folgt die Behauptung nun mit [8]. 
2. UBER GRUPPEN, DIE EINE ZENTRALISATORGLEICHE E,, ENTHALTEN 
LEMMA 2.1. Sei G eine endliche einfache Gruppe und H eine 2-lokale 
Untergtuppe von G. Weiter sei O,(H) zu El6 und H/O,,,,(H) zu A, isomorph. 
Dunn gilt eine der folgenden 9ussagen. 
(i) Operiert A, transitiv auf E& , so ist G zu L,(4) oder J3 isomorph. 
(ii) Operiert Aj intransitiv auf EF6 , so ist G zu einer PSp,(q), q = 3, 5 (8) 
isomorph. 
Beweis. Die Behauptung folgt leicht aus [4; 11, Theorem 31. 
LEMMA 2.2. Sei G eine endliche einfache Gruppe und H eine 2-lokale 
Untergruppe von G. Weiter sei O,(H) zu El, und H/O,,,,(H) zu .?ls oder A, 
isomorph. Dunn ist G zu PSL(4, q), PSU(4, q), PSp(4, q), fiir getxknetes q, 
A 10 9 -41, , Mg2 , M,, oder MC isomorph. 
Beweis. Die Behauptung folgt wieder leicht aus [4; 11, Theorem 31. 
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Im folgenden wollen wir annehmen, da13 G eine einfache Gruppe ist. 
Weiter sei H eine 2-lokale Untergruppe von G. Es sei O,(H) zu El6 und 
H/O,,,,(H) zu X6 isomorph. SchlieBlich enthalte H/O(H) keine Unter- 
gruppe, die zu L’s isomorph ist. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von H. Dann 
la& sich S folgendermal3en beschreiben. S = (wl , xs , ys)(ua, t)(u). Es 
gilt (WI)2 = (x2)4 = (y.JA = (uv)” = (t)2 = u2 = 1. Weiter ist (wr , x2, ys) 
abelsch und (urn, tj(u> eine Diedergruppe von der Ordnung acht mit 
Zentrum (uv). Die Operation von (uv, t)(u) auf (wl, x2 ,y2) wird 
beschrieben durch (wJuu = w&&?)2, (w# = w&J2, (w$ = w1 , (xJUV = 
x~(ys)~, (~8 = (?cz)Y, (y2Y‘” = y2(x2)‘, (y2Y = (Y~)-~(x,)~ und (x2>” = y2 . 
Vergleiche hierzu such [24]. Die El6 entspricht ((x,)2, (Y~)~, UZJ, t>,. Im 
folgenden wollen wir einfache Gruppen G bestimmen, die eine 2-lokale 
Untergruppe obiger Art enthalten. Weiter sollen die Gruppen G noch die 
folgende Hypothese erfiillen. 
HYPOTHESE 2.3. Sei i eine Involution aus G mit [i, wl] = 1. Dunn ist i 
nicht zu izu, in G konjugiert. Sei weiter a ein Element aus G mit a2 = w1 . 
Dunn gibt es kein Element d aus C,(~to, , (x~)~, (Y~)~)) mit ad = a-l. 
DEFINITION 2.4. Sei A eine abelsche Gruppe mit A = (w, x, y) und 
o(x) = o(y) = 2”, n 3 2, o(w) = 2”, m 3 1. Sei weiter (uv, t)(u) eine 
Diedergruppe von der Ordnung acht mit Zentrum (uv). Wir setzen 7J = 
A(uv, t)(u). Dann definieren wir 
(i) Wir nennen Uvom Typ (I), falls m = n - 1 und wuC = w-~x-~Y-~, 
wt = wx2 , wu zz? w, “pr zzz w2xy2, xt = .y-1, y”” zzz. w2x4, yt = w-2x-2y-1, 
und x” = y gilt. 
(ii) Wir nennen c’ vom Typ (la), falls m = n - 1 > 2 und wuO = 
*-sx-2 2 w2xyxY- , wt = wx2, wu =w xu” = W2Xy2yzn-1 
2"-1,yt = w-2x-9-1(v)2"~' 
) Xt = X-1X2n-1 , y”“= 
und x” = y gilt. 
(iii) Wir nennen U vom Typ (2) falls m = n - 2 und wuv = 
w-3x-y, wt = wx4, A!un = wxy2, xt = x-1, y”” = wx2y, yt = w-k-2y--1, 
w” = w, und x” = y gilt. 
(iv) Wir nennen U vom Typ (2a), falls m = n - 2 und wu5 = 
z&;4-4, wt = 2034, wu y,lJ; xuv =wxy2y2"-', .yt = &c2n-1, y”2’ = 
2”-1 
, yt = ~-~x-*yy-~(xy)~ - , und x” = y gilt. 
(v) Wir nennen U vom Typ (3), falls m = n und wuv = w-~x-‘Y-‘, 
wt = wx, wu = w, xuc = w4xy2, Xt = x-1, yuc = w4x2y, yf = w-4x-2y-l, 
und x” = y gilt. 
DEFINITION 2.5. Sei A wie in Definition 2.4. Wir definieren ein Element p 
von der Ordnung 3, das einen Automorphismus auf A bewirkt. Es gelte 
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dabei UT,+ = t, tD = uvt, und p” = p- l. Weiter gelte eine der folgenden 
Aussagen. 
(i) 1st U vom Typ (1) oder (la), so gelte wp = w, x0 = yb, y” = 
~;-2xy--ly~ic mit b, c E Q,(A) und b = c = 1, falls U vom Typ (1) ist. 
(ii) 1st c vom Typ (2) oder (2a), so gelte wo = w, xp = yb, y” = 
z~-~x~iy-~c mit 6, c E Q,(A) und b = c = 1, falls U vom Typ (2) ist. 
(iii) 1st li vom Typ (3), so wp = w, x0 = y und y” = w-%-ly~l. 
Setze nun L = ,,9, uv, u, pi. Dann ist L/A zu & isomorph. Wir nennen L 
vom Typ (j) bzw. (ja), falls U vom Typ (j) oder (ja), i = 1, 2 oder 3, ist. 
Die eingangs angegebene Sylow 2-Untergruppe von H ist vom Typ (1). 
Weiter enthalt H eine Untergruppe L vom Typ (1). 
Wir bezeichnen im folgenden mit T eine Sylow 2-Untergruppe von G. 
Wir nehmen an, da8 T eine Untergruppe U rom Typ (i) oder (ia), i = 1,2, 3, 
fur ein geeignetes 12 enthalt. Sei A die abelsche Untergruppe von U. Wir 
werden zunachst zeigen, daD C,(A)(uv, t)(u) vom Typ (j) oder (ja) fur 
geeignetes j ist. Dann kiinnen wir anschlieI3end annehmen, da8 es eine 
Untergruppe Z; vom Typ ( ) d ( ) i o er ia in T gibt, mit C,(A) = A. 
DEFINITION 2.6. Sei L vom Typ (i) oder (ia). Sei weiter C,(A) > A. 
Wir definieren B als das volle Urbild einer minimalen L/A invarianten 
Untergruppe von C,(A)/,4. Weiter definieren wir U, als B:uv, t‘><u) und 
L, als (B, L\. 
LEMMA 2.7. Sei U vom Typ (1). Sei weiter C,(A) > A. Dann ist U, 
Torn Typ (3), (2) oder (2a). Weiter ist L, vom Typ (3), (2) oder (2a). 
Beweis. Da L/A zu Z* isomorph ist, folgt, daI3 B/A elementar abelsch 
von der Ordnung 2 oder 4 ist. 
Wir nehmen zunlchst an, da8 B/A die Ordnung 2 hat. Dann ist B = 
(-4,~). Die Struktur von CB(p) liefert, da13 wir pa = w und [p, p] = 1 
annehmen konnen. Nach Hypothese 2.3 gilt pu = p. Eine leichte Rechnung 
zeigt, daR wir p so wahlen kiinnen, da8 (uv)” = w-?.‘~-~y-~uv gilt. Nun 
ist klar, da0 L7i vom Typ (3) ist. 
Sei nun / B/.4 I = 4. Also B = (A, a, b). Wir kiinnen wieder au = a 
annehmen. Weiter sieht man leicht, daB wir (uv)a = uv oder w%yuv 
annehmen konnen. 
Sei zunachst z& = uv. Dann ist a2 E C,(u) n C,(uv). Weiter ist J&(B) 
in ,4 enthalten. Dies folgt aus der Struktur von H. Also gilt a2 = wxy. 
Da a die E,, nicht normalisieren darf, folgt ta = (wxy)-‘t. Setze b = ao. 
Dann folgt uvb = wxuv und tb = t. Weiter ist b2 = r~‘p~x:-l. Setze nun 
c = bD. Dann ist cZ = w-iy-‘. Weiter gilt c = dab mit d t -4. Nun ergibt 
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sich die folgende Gleichung. c2 = d2(ab)2 = d2u2b2[a, b] = Py[u, b]. Also 
gilt d2[a, b] = ~-ly-~. Es gilt natiirlich [a, b] E C,(p). Also ist [a, b] in (w) 
enthalten. Nun normalisiert L die Gruppe B’. Also ist [u, 61 = 1. Das 
liefert d2 = w-‘y-“. Dies ist aber nicht miiglich. 
Wir haben somit uva = w”xyuv bewiesen. Weiter kijnnen wir a2 = xy 
annehmen. Setze ta = tl mit 1 E (wxy,y2”-‘)x. Aus tcuau) = ta folgt, 
1 E (wxy)x. Wegen ta2 = Pu) gilt t0 = w-1x-2y-1st mit s E ,‘(xY)~“-~). 
Wie oben sehen wir, dal3 B abelsch ist. Setze wieder b = ao. Dann ist 
b2 = we2x-l. Weiter gilt uvb = w3x2ys~uv und tb = x-lt. Setze e = w-V-1. 
Dann gilt e2 = x, tive = wys%v und te = x-lt. Setze weiter c = ep. Dann 
gilt c2 = y. Weiter ist c = aer mit r E A. Das liefert r2 = .x-~. Nun gilt 
uvc = wxd2uv und tc = w-1x-1y-1sD’2t. 
Wir nehmen zunachst s = 1 an. Dann gilt also ta = w-lr2y-‘t, uve = 
wyuv, te = x-9, UVC = wxuv und tC = w-lx-‘y-Q. Wegen p” = p-l sieht 
man leicht e” = c. Also ist U, vom Typ (2). Sei nun c = fe-lc-l mit f E A. 
Indem man e = co2 ausnutzt, folgt f = w-l. Also ist L, vom Typ (2). 
1st s # 1, so sehen wir mit den gleichen Mitteln wie eben, daB L, vom 
Typ (2a) ist. 
LEMMA 2.8. Sei U vom Typ (2). Sei weiter C,(A) > A. Dann sind U, 
und L, vom Typ (1). 
Beweis. Sei zunlchst 1 B/A 1 = 2. Also B = (A, p). Wir konnen wieder 
p2 = w und [p, p] = 1 annehmen. Weiter gilt nach Hypothese 2.3 p” = p. 
Man kann wieder uvp = w-~x-~~-~uv annehmen. Dann ist U, und damit 
such L, vom Typ (1). 
Sei nun / B/A 1 = 4. Dann gibt es wieder ein Element a E B mit uU = a 
und a2 = XJJ. Es gilt ta2 = txu = w-1x-4y-2t. Also ist ta = rt mit r2 E 
~-~x-*y-~f2,(A). Das ist aber mit Y E A nicht miiglich. 
LEMMA 2.9. Ski U vom Typ (3). Sei weiter C,(A) > A. Dann sind U, 
und L, vom Typ (1) oder (la). 
Beweis. Sei zunachst / B/A 1 = 2. Dann konnen wir B = ,.A,p) mit 
p2 = w, [p, p] = 1 und pU = p annehmen. Also ist uvp = rue, mit r2 E 
~-~x-~y-l&(A). Das ist aber mit r E A nicht moglich. 
Sei nun j B/A 1 = 4. Dann ist B = (A, a, b) mit au = a und a2 = xy. 
Weiter kann man a so wlhlen, da13 uva = w”xyuv erfiillt ist. Das liefert 
dann ta = w-2.r2y-1st mit s E ((~y)~“-‘). Wie in Lemma 2.7 1aRt sich nun 
zeigen, daR U, und L, vom Typ (1) oder (la) sind. 
LEMMA 2.10. Sei U vom Typ (la). Dunn ist die Gruppe A zentralisutov- 
g&h. 
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Beweis. Sei zunichst 1 B/A 1 = 2. Dann ist B = (A, p) mit p2 = w 
und [p, p] = [p, ZJ] = 1. Weiter kijnnen wir p so wahlen, da0 uvp = 
w~“-~w-~x-~~-~uv erfiillt ist. Das liefert, wegen [z/z+‘, tp] f 1 einen 
Widerspruch. 
Sei nun 1 B/A [ = 4. Dann gibt es ein Element b E B mit b2 = x. Das 
liefert uvb = suv mit s E wyyz”-‘Q,(A). Aber (wyya*-‘)uv = z~-~y-~ya”-~. Da 
es kein Element d E Q,(A) gibt, mit duV = dy2”-‘, folgt ein Widerspruch. 
LEMMA 2.11. Sei U vom Typ (2a). Sei weiter C,(A) > A. Dunn sind 
U, und L, vom Typ (la). 
Beweis. Sei zunachst 1 B/,4 j = 2. Dann ist B = (A,p) mit pZ = w 
und [ p, p] = [ p, u] = 1. Wir kijnnen wieder uvp = w-~x-~~-~uv annehmen. 
Das liefert dann, da8 Vi und L, vom Typ (la) sind. 
Sei nun 1 B/A ! = 4. Dann gibt es ein a E B mit a2 = xy. Nun ist aber 
ta = rt mit rz E w-~x-~~-~D(A). Das ist aber mit Y E A unmiiglich. 
Wir haben bisher bewiesen, da13 es eine Untergruppe A(uv, t)(u) in T 
gibt, die von einem der in Definition 2.4 angegebenen Typen ist. Weiter 
kann man diese Untergruppe so wahlen, daB C,(A) = A gilt. 
Nun war eine Sylow 2-Untergruppe von H vom Typ (1). Wenn man 
sich den Beweis der obigen Tatsache ansieht, sieht man, daI3 wir A(uv, t)(u) 
so wahlen konnen, da8 diese Gruppe eine Sylow 2-Untergruppe von H 
enthalt. 
Im nachsten Teil des Beweises werden wir die Struktur von R = N,(A) 
bestimmen, wobei A die oben bestimmte Gruppe mit C,(A) = A ist. 
LEMMA 2.12. Se-i U vom Typ (1) mit C,(A) = A. Sei C das voile Urbild 
einer minimalen L/A invarianten Untergruppe von C,(Q,(,4))/-4. Dunn ist 
I C/A I < 2. 
Beweis. Sei 1 C/A 1 = 4. Dann ist C = (A, a, b). Hierbei konnen wir 
au = a annehmen. Also operiert a auf (wxy). Das liefert fur (wx~)~ die 
Moglichkeiten wxy, (wxy)-l, wxy(~y)~“-‘, und (WV)-‘(xy)““-‘. 
Sei zuerst (wxy)” = wxy. Nun gilt wa = wi(xy)i mit i, j < 2n. Wegen 
wi(v)’ = w(u~vzuu) = wW-4j-2) (v)(st-3j-2) folgt i = j + 1(2+1) und 2j = 
0(2%-l). Wegen w = wae folgt nun wa = w oder w5 = We”-‘. 
Sei zuerst wa = w. Dann gilt (xy)a = xy. Da ta E tA gilt, folgt (wx>a = 
(wx)iy2”-‘3, mit i < 2” und j = 1 oder 2. Nun gilt w-i(wx)iya”-‘j = xuat) = 
~x~(wx)-~y~~-~j. Das liefert i E 1(2”-I). Wegen (xy)a = xy und C,(A) = A 
folgt nun xa = x(xy)s”-1 und ya = y(xy)a”-I. Wegen der Operation von p 
liefert das aber einen Widerspruch. 
Also gilt wa = w(xy)s”-I. Dann ist (xy)a = xy(~y)~“-‘. Wie oben erhalten 
wir nun xa = x.x2+1 oder xa = xyzn-‘. Die Operation von p liefert dann 
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xa = .qGnml und ya = yx2”-‘. Nun gilt uva = ruv mit Y E C,(u). Somit 
kijnnen wir uva = uv oder uva = w2xyuv annehmen. 
Sei zunachst uva = w2xyuv. Dann gilt UV~’ = w*~~y~(xy)s”-~uv. Also gilt 
a2 E w-~w~“-~(wx~). D as liefert n = 2. Dann gilt aber [w, a] = 1. Ein 
Widerspruch. 
Also gilt uva = uv. Dann ist a2 E (wxy). Wegen der Struktur von H 
folgt nun ta = wxyct mit c E (y2”-‘). Setze b = up. Dann gilt uvb = 
w-~x-~c%v und tb = t. Setze d = hp. Weiter gilt d = rub mit Y E A. Indem 
wir diese beiden Beschreibungen fur d benutzen, erhalten wir (w-~zc-~c~uv)~ = 
~-~y-V~uz). Das ist aber mit Y E .4 nicht moglich. Somit ist gezeigt, dal3 
(wx~)~ = wxy einen Widerspruch liefert. 
Sei nun (w~y)~ = wxy(~y)~“-r. Wie oben folgt nun wa = w oder wa = 
w(xy)2”? 
Sei zunachst wa = w. Dann gilt (xy)a = (xy)(~y)~“-‘. Unter Ausnutzung 
der Operation von p folgt dann wieder xa = xy2”-’ und ya = yxs”-I. Genauso 
wie oben erhalt man uva = uv oder uva = w2xyuv. 
Sei zuerst z& = w*xyuv. Dann gilt u2 E w-1w2”-1((wxy)2). Indem man 
eventuell a urn Elemente aus C,(uv) n C,(u) abandert, kann man tQ = x-ret 
oder ta = wyct mit c E (y2”-‘) erreichen. 
Sei zuerst ta = x-let. Dann ist O,(H)a = (x2”-‘, y2”-l, wzxyuv, x-lt) = F. 
Nun rechnet man leicht nach, da8 p auf F operiert. Das liefert, dal3 NM((p)), 
wobei M = C(uv, t) ist, nicht in A enthalten ist. Das ist aber ein Widerspruch 
zu der Struktur von H. 
Sei nun ta = wyct. Dann gilt ta2 = w2y2x2”-It. Andererseits wissen wir, 
d&a2 = w-1w2m-1(wXy)2j mitj < 2”-l gilt. Das liefert ta2 = x-2x2”-*(wxy)-4Q. 
Wegen 1~ 3 2 ist das ein Widerspruch. 
Sei nun uva = uv. Dann gilt u2 = (w.~y)~j mit j < 2”-r. Nun konnen 
wir ta = wxyct, mit c E (Y~~-I), annehmen. Indem man ta2 = (wxy)-49 = 
(t”>” = (wxy)2(xy)2”-*t ausnutzt, erhalt man n = 2. Anwendung von [28, 
Lemma 21 liefert nun einen Widerspruch. 
Wir haben somit wa = w(~y)~“-l gezeigt. Dann gilt (xy)” = xy. Wie oben 
folgt nun x” = ~(xy)~“-l und y” = ye”-‘. Die Operation von p liefert 
dann den Widerspruch. 
Sei nun (wx~)~ = (wxy)-‘. Nun gilt wa = wi(xy)i, mit ;,j < 2”. Das liefert 
wi(xy)j = wu = W(UUUUU) = ~(3i-43+2)(xy)(2i-33+2). Aso gilt i ej _ 1(2n-1). 
Das liefert dann 2j E 0(2”-l). Aus w = wa2 folgt nun j = 0(2+1). Das 
liefert mit Hypothese 2.3 wa = w-~(xY)~“-‘. Weiter kiinnen wir n > 3 
annehmen, da wir sonst in einem vorhergehenden Fall sind. Nun liefert 
Hypothese 2.3 n = 3. Das ergibt dann (xY)~ = (xy)“. Es gilt (wx)a = (~x)~y”” 
und (wy)a = (wy)ix4” mit i, k < 8. Wegen Wan = (w2xy)= = (waxy)i(~y)~” 
folgt i + 4FE = 3(8). Also gilt (wx)a = (wx)-ly4 oder (wx)~ = (wx)“. Das 
liefert xa = .a+ bzw. xa = x-ly4. 
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Sei zuerst xa = x3. Dann grit y” = y3. Setze b = a~. Dann gilt xb = x3 
und yb = y3. Dies ist aber ein Widerspruch. 
Also gilt xa = x-ry4 und ya = y-lx4. Setze wieder b = a~. Dann gilt 
xb = x3 und yb = y-l(~y)~. Setze nun c = a~‘. Dann gilt xc = xsy4. Aber 
andererseits gilt c = rab mit Y E A. Also ist xc = xrab = xe3y4. Das ist ein 
Widerspruch. 
Sei nun zuletzt (wxy)” = (w~y)-~(xy)~“-‘. Wie oben erhalten wir dann 
wieder zua = ~-r(xy)~“-~ und n = 3. Das liefert dann (xy)” = (xy)-l. Wie 
oben berechnen wir wieder (zux)~. Wir erhalten dann xa = x-l und ya = y-l 
oder xa = x3y4 und ya = y3x4. In beiden Fallen erhalten wir wie oben 
einen Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 2.13. Sei U vom Typ (1) mit C,(A) = A. Sei V’ = C&&(A)) 
(uv, t>(u). Dann ist V zu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(i) U. 
(ii> WC>, mit wc = w, xc = xx2+l, ye = yy2+l, uvc = w2xyuv, 
tC = X-It, UC = u, und 3 = W-Q&“-~. 
Beweis. Sei C das volle Urbild einer minimalen L/A invarianten 
Untergruppe von C,(&(A))/A. Nach Lemma 2.13 gilt j C/A [ < 2. Sei 
V f U. Dann gilt j C/A 1 = 2. Also gilt C = <A, c\. Hierbei kiinnen wir c 
so wahlen, da0 [p, c] = 1 erfullt ist. Wegen Hypothese 2.3 gilt dann such 
[u, c] = 1. 
Es gilt z& = YUV mit r E C,(u). Wegen [p, c] = 1 und der Struktur 
von H konnen wir uvc = w2xyuv annehmen. Das liefert dann sofort tC = x-9. 
Nun bestimmen wir die Operation von c auf A. Da c auf (wxy} operiert, 
gilt (wxy)c = wxy(~y)~+~, (wxy)-’ oder (wxy)-r(xy)““-‘. 
Sei zunachst (wxy)’ = (wxy)(x~)~“-I. Aus (w-~x+)P-~ = wxy folgt XC = 
xx2”-1, ye = yy2nml und wc = w. Indem man nun uvc2 berechnet, erhalt 
man c2 = w-~w~~-*. 
Sei nun (wxy)” = (wxy)-r. Dann erhalt man wie eben xc = x-r, yc = y-r 
und we = w-l. Mit Hypothese 2.3 folgt nun n = 2. Dann haben wir aber 
die Situation (WXY)~ = wxy(~y)~“-‘. 
Sei zuletzt (wxy)” = (wxy)-r(xy) 2n-1. Dann erhalten wir wieder WC = w-1. 
Anwendung von Hypothese 2.3 liefert n = 2. Das bedeutet aber (wxy)~ = 
(wxy). Wegen [c, p] = 1, folgt dann [rZ, c] = 1. Dies ist ein Widerspruch. 
Wir haben somit die Struktur von C bestimmt. Setze nun M = 
Nc,(+,))(C). Sei weiter F das volle Urbild einer minimalen L/A invarianten 
Untergruppe von M/C. Sei F/C # 1. 
Wir zeigen zunachst, daR [F, (z/v, t)] in A enthalten ist. Sei wz’x~yJ~uv,c 
eine Involution in Acuv. Sei weiter n > 2. Dann ist wVy%vc zu W&J 
oder W~XCUV unter C konjugiert. Aber beide Elemente sind keine Involutionen. 
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Fiir tl = 2 gilt c2 = 1. Nun sieht man mit einer kleinen Rechnung, da6 
es in Acuv keine Involutionen gibt. Also gilt [F, (uw, t)] C A. 
Sei zunachst 1 F/C 1 = 4. Anwendung von Lemma 2.13 liefert nun 
F/A g Qs . Dann gibt es also ein Element a in F-C mit au = a-%, wobei 
Y in A liegt. Weiter gilt a2 = cs mit s E A. Da kein Element in AC die 
Involution uv zentralisiert, kijnnen wir #vu = wxuv annehmen. Wegen 
(wx)” = wx folgt dann tQ = ft mit f E (wxy, y2*-l). Setze nun h = up. 
Dann gilt tb = wyt. Weiter gilt taO = wyet mit e E (x2”-‘, y2”-‘). Also gibt 
es ein Element K E F-C mit tk = t. Da aber kein Element in AC die Involution 
t zentralisiert, ist das ein Widerspruch. 
Sei nun 1 F/C / = 2. Sei weiter zunachst F/A elementar abelsch von der 
Ordnung vier. Dann ist (F/A, uAj zu D, isomorph. Anderenfalls gabe es 
eine Untergruppe D # C von F, die die gleiche Struktur wie C hat. Dann 
gabe es aber ein Element d EF-A, das uv und p zentralisiert. Das ist aber 
ein Widerspruch zur Struktur von H. 
Nun gibt es also ein d in F-C, so dal3 d* = dcwi fiir ein geeignetes i gilt. 
Wegen d = du2 folgt c2w2i = 1. D as ist aber nur fiir n = 2 moglich. Nun 
folgt wie in [24, Lemma 21 ein Widerspruch. Also gilt F/A g 2, . Weiter 
kijnnen wir [F, u] C A annehmen, da wir sonst wie oben einen Widerspruch 
erhalten. Dann gibt es also ein Element d E F-A mit d” = d und d2 E c(w). 
Nun gilt UV~ = Zuv mit I EC,(U). Dann kijnnen wir d so abandern, dal3 
uvd = uv gilt. Das ist aber ein Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 C = C,(SZ,(A)) gilt. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 
LEMMA 2.14. Sei U vom Typ (la). Sei weiter C,(A) = A. Dunn ist 
G(Q,V)) = A. 
Beweis. Sei ruv mit r E C,(u) eine Involution. Eine leichte Rechnung 
zeigt dann, dal3 YUV zu uv oder w s w a”‘-‘xyuv konjugiert ist. Sei nun C das volle 
Urbild einer minimalen L/A invarianten Untergruppe von C,(S;2,(A))/A. Sei 
weiter C nicht in A enthalten. Dann gibt es ein Element c E C-A mit c” = c. 
Sei zunichst uvc = uv. Dann gilt tC = st mit s EC~(UZI). Also gilt 
s E (y+, (ww2@ xy)2), da-9 = s-l gelten mu& Aber dann gibt es such ein 
K E C-A, das O,(H) normalisiert. Das ist ein Widerspruch zur Struktur von H. 
Wir haben somit uvc = ~aW~~-~xyuv gezeigt. Nun gilt tC = st mit 
;z :F2ussm-lxy)a, ys”-I) x-ly2”-‘. Also konnen wir tC = x-1y2n-aut mit 
) annehmen. Nun gilt aber 
tc = pcu = (uvt)CU zxz (W~w~~-~XyUvX-ly~“-*~t)~ 
= (W2"-~y-1y2n-~(Xy)2~-~auvt)u = W2~-~X-1X2"-~(Xy)2ypt~ 
Das ist aber nicht moglich. Somit ist das Lemma bewiesen. 
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LEMMA 2.15. Sei U vom Typ (2). Sei weiter C,(A) = A. Dann ist 
CR(QdA))(uv, t>< u zu einer der folgenden Gruppen isomorph. > 
(i) U(c) mit xc = xx zn-1, yc = yyzn-1, cu = c, uv~ = (wxy)%4v, 
tc = x-2t und c2 = w-l. 
(ii) U(c, d), wobei n > 3 und U(c) wie in (i) St. Es gilt xd = xxs”-‘, 
yd = yy2n-2, Wd = w, uvd = wxyuv, td = x-It, ud = u, cd = c und d” = 
m-2m-s. 
(iii) U(c), wobei n = 3 gilt. Wa’ter gilt xr = x3, yc = ~3, WC = w, 
UV’ = wxyuv, tC = x-9, uc = u und 9 = w. 
(iv) U(C), wobei n = 3 gilt. We&r haben wir XC = x3, yc = y3, 
wc = w, uvc = (wx~)~uv, tC = x-St, UC = u und c2 = w. 
(v) U(c), wobei n = 3 gilt. Weiter ist XC = x3, yc = ~3, wc = w, 
~‘0~ = (WXJJ)~UV, tc = x-2t, UC = u und 19 = 1. 
(vi) L&c>, wobei n = 3 gilt. Weiter gilt xc = x-1, ye = y-l, wc = w, 
WC = wxyuv, tc = x-9, uc = u und 8 = 1. 
(vii) U(c), wobei n = 3 gilt. Weiter haben wir XC = x-1, yc = y-l, 
WC = W, UV~ = (WXJJ)~UV, tC = xe3t, uc = u und c2 = 1. 
(viii) U(c), wobei n = 3 gilt. Weiter ist xc = x-1, yc = y-l, we = w, 
UV’ = (WXY)~UV, tC = xe2t, uc = u und c2 = 1. 
(ix) U(c, d), wobei n = 3 gilt. Weiter gilt XC = x3, yc = ~3, xd = x5, 
yd = y5,wc = wd = w,uvc = wxyuv,uvd = (wxy)2y)2uq tc = X-Q, td = X-2t, 
uc = ud = u, c2 = d” = w, und cd = c. 
(x) U(c, d), wobei n = 3 gilt. Weiter haben wir XC = 2, yc = ~3, 
Xd = x5, yd =y5, WC = Wd = w, uvc = (wxy)3uv, t&F = (wxy)2,,, p = 
x-3t, td = xm2t, uc = ud = u, c2 = d2 = w, und cd = c. 
(xi) U. 
Beweis. Sei C das voile Urbild einer minimalen L/A invarianten Unter- 
gruppe von CR(Ql(A))/A. Sei C # A. Dann gilt 1 C/A 1 < 4. Wir werden 
zunachst 1 C/A 1 = 2 zeigen. 
Sei also ) C/A j = 4. Jede Involution aus Auv ist zu uv oder wxyuo 
konjugiert. Sei nun a E C-A. Wegen ) C/A 1 = 4 kiinnen wir uva = uv 
erreichen. Dann gilt ta = rt mit r E C,(uw). Also konnen wir O,(H)” = 
(X2fi-1,y2"-', uv, w(xy)2t) annehmen. Dann gilt aber O,(H)a5y = (xsn-l, 
y2”-‘, (w~y)~uv, x-2t). Wegen ((wxy)uv), = xT2t und (r2t)P = y-auvt = 
(wq)* uvx-2t folgt, da6 p auf O,(H)a”l/ operiert. Also kijnnen wir annehmen, 
daB p von axy zentralisiert wird. Das ist aber ein Widerspruch zur Minimalitat 
von CIA. 
Wir haben somit ( C/A ( = 2 gezeigt. Also gibt es ein c E C-A mit 
481143/2-8 
470 G. STROTH 
[p, c] = 1. Wegen Hypothese 2.3 gilt dann such [u, c] = 1. Weiter gilt 
c2 E (w). Nun operiert c auf (am). 
Sei zunachst (We)” = w(xy)“. Dann gilt (9)~ = x2 und (~2)” = ~2. 
Das liefert dann xc = xx2”-l und yc = yya”-‘. Nun kijnnen wir uv’” = 
(wxy)% mit i E (1, 2, 3) annehmen. Berechnung von UZJC’ liefert i = 2. 
Also ist c2 = w-l. Das liefert (i). 
Sei nun (w(xY)~)~ = wan”-‘. Dann erhalten wir (x”)~ = x2.x2”-l 
und (yz)” = y2y2”-l. Nun haben wir (xy)” = xy(~y)~“~*r mit r E ((xY)~“-‘, 
w2”-l). Wegen (xy)“’ = xy folgt nun ((xY)~“-‘)” = (~y)-~“-~. Das ist aber 
nur fur n = 3 moglich. Nun erhalten wir (.KY)C = (.ry)s oder (xy)~ = (xy)-1. 
Das liefert nun (iii)-(viii). 
Sei nun (w(v)“)’ = (w(~y)~)-l. Dann gilt (w-?+)~ = (w~~x-~)o“~ = 20x2. 
Das liefert dann aber we = w-l. Wegen Hypothese 2.3 ist das nur fur 
rz = 3 moglich. Dann haben wir aber eine der obigen Situationen. 
Sei nun zuletzt (we)” = (w(~y)~)-~(xy)~“-‘. Dann erhalten wir wie 
eben wc = w-l. Das liefert wieder n = 3. Wir sind dann im ersten Fall. 
Sei nun D das volle Urbild einer minimalen L/A invarianten Untergruppe 
von Nc-(n,(a)~(C)/C. Wir zeigen zunichst, daB / D/C / & 2 gelten mu& 
Sei also / D/C 1 == 4. Sei weiter zunachst TZ > 3. Wir werden zunachst 
zeigen, daB [D, (uv, P-1 in A enthalten ist. Dies ist sofort klar, falls D/A 
zu 9s isomorph ist. Sei also D/A elementar abelsch von der Ordnung 8. 
Dann gibt es ein Element d E D-C mit dU = dr mit Y E A. Somit konnen 
wir d” = d annehmen. Sei zunachst uvd in Acuv enthalten. Wegen c2 = 20-i 
la& sich nun leicht zeigen, dal3 es in Acuv keine Involutionen gibt. Also 
ist uva in Auc enthalten. 1st uzsd = uv, so erhalten wir wie eingangs einen 
Widerspruch. Also gilt uva = wxyuv. Dann gibt es fur 02(H)d die beiden 
Moglichkeiten (x2”‘, ya”-I, wxyuv, x-9) oder (x2”-‘, y2n-1, wxyuv, wxy2t>. 
Auf der ersten Gruppe operiert wieder p. Das liefert einen Widerspruch. 
Sei nun O,(H)” die zweite Gruppe. Dann gilt aber die folgende Gleichung 
O,(H>““u = :~.x2”-‘, y2n-1, (w~y)~uv, ~-~t). Hierauf operiert wieder p. Das 
ist ein Widerspruch. Somit ist [D, (uv, t)] C A fur n > 3 bewiesen. 
Sei nun n = 3. Gilt uvc # (wx~)~uv, so gibt es in Acuv keine Involutionen. 
Also gilt dann [D, G uv, t)] C A. Sei also uvc = (wx~)~uv. Dann enthalt 
aber jede Involution in Acuv in ihrem Zentralisator in A das Element xy 
oder das Element wxy. Da uv kein Element von der Ordnung acht in A 
zentralisiert, folgt nun wieder [D, (uv, t)] C A. 
Da 1 D/C 1 = 4 ist, gibt es ein Element d in D-C mit uvd = uv. Wie 
am Anfang des Beweises dieses Lemmas folgt nun ein Widerspruch. Damit 
ist / D/C / < 2 gezeigt. 
Sei nun D nicht in C enthalten. Dann gilt 1 D/C / = 2 und somit 
1 D/A / = 4. Sei zunachst n = 3. Dann gibt es ein Element d E D-C mit 
[d, p] = 1. Sei weiter d” = d. Wir zeigen zunachst, da6 D/A elementar 
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abelsch ist. Angenommen D/A ware zu 2, isomorph. Dann ist ((~y)~)” = 
(xy)“. Also gilt xc = .x5 und ye = y5. Nun gilt (~y)~ = wi(xy)j mit i, j 
geeignet. Wegen d2 = c folgt nun j2 = 5(8). Das ist aber mit j < 8 nicht 
zu erreichen. 
Somit haben wir gezeigt, da8 D/A 1 e ementar abelsch ist. Also ist such 
A<d)(uv, t>(u) von einem der Typen (i)-(viii). Wir kijnnen also 0.B.d.A. 
sr = x3 und xd = x5 annehmen. Also gilt uvd = (wxy)%v und d” = w. 
Weiter gilt uve = w.~yyuv oder z& = (wx~)~u’u. Das liefert c3 = 20. Nun 
sieht man leicht, daB [c, d] = 1 gilt. Das liefert dann (ix) und (x). 
Sei nun <D/A, z&j) eine Diedergruppe von der Ordnung acht. Sei weiter 
zunachst D/A elementar abelsch. Also gibt es kein Eement d E D-C mit 
[d, p] = 1 und dtL = cd oder cdw. Insbesondere gilt dann c2 = 1. Sei 
zunachst .T~ = s-l. Sei (xy)” = Y. Dann gilt r-l = (~y)‘~ = (xy)‘““” = I”. 
Also liegt Y in ::w, xy-l“. Weiter gilt Y = (G~y)‘LCdLL” = y3. Also liegt Y in 
,,w.~y-‘,‘. Da aber [d, p] = 1 gilt, erhalten wir nun einen Widerspruch. 
Also gilt s“ = ~3 und uvc = (w.~y)~uv. Setze wieder (&~y)~ = r. Dann folgt 
YU = ~3. Also liegt Y in ‘.w, q31>. Weiter gilt rut = y3. Das liefert r E b;wxy3\. 
Wegen [d, p] = 1 folgt nun wie oben der Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, dal3 D/A zu 2, isomorph sein mul3. Dann folgt 
wieder XC = ~,pl oder .tc = x3. Insbesondere gilt (w(xy)“)” = (w(xy)“))l. 
Da d auf C,(uv)/,:y 2”-1) operiert, erhalten wir einen Widerspruch zu der 
Tatsache d? E c-4. 
Sei nun n > 3. Sei zunachst wieder [D, u] in a4 enthalten. Ware D/A 
elementar abelsch, so gabe es drei Untergruppen Xi , -X2 und X3 von D, 
so daB LYjk,uv, t>(u) vom Typ (i) ist. Das ist aber nicht moglich. Also ist 
D/A zu 2, isomorph. Sei nun d E D-C mit d2 E c(w), d” = d und [d, p] = 1. 
Dann gilt (w(xy)“)” = ru(~y)~(xy)~“~‘. Die Operation von p liefert dann 
xd = xx2"-' und yd =yy2n-s. Weiter konnen wir uvd = wxyuv annehmen. 
Das liefert dann d2 = cw2”-‘. Somit haben wir nun (ii). 
Sei nun <D/-4, uA> eine Diedergruppe von der Ordnung acht. Wegen 
Hgpothese 2.3 folgt dann c 2 = 1. Das ist aber nur fur 12 = 3 moglich. 
Somit sind nun alle ILIoglichkeiten fur D bestimmt. Sei nun F das volle 
Urbild einer minimalen L/A invarianten Untergruppe von Nc,p+)(D). 
Wie oben sehen wir [F, <‘uv, t)] C A und deshalb 1 F/D j < 2. 
Wir nehmen an, daR F/D die Ordnung zwei hat. Wir zeigen zunachst, 
da8 n = 3 gelten mu& Sei also n > 3. Dann ist D/A zyklisch. Das ergibt 
dann, daB F/A zu 2, isomorph sein mu& Weiter gilt [F, ~1 C ,;2. Sei nun Y 
ein Element aus F-D mit r2 = d. Setze uvr = suv mit s E rZ. Dann gilt 
wxyuv = uvd = u7Y2 = s’suv. Da aber 1’ die Gruppe ;a/Ol(A) zentralisiert, 
folgt ein Widerspruch. Somit haben wir n = 3 bewiesen. In diesem Fall 
ist D/-4 elementar abelsch von der Ordnung vier. Also gilt F/-4 ist zu D, , 
2, x 2, oder E, isomorph. Da es aber, wie oben gezeigt, keine Untergruppe 
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M von F geben kann, so dal3 M/A zu 2, isomorph ist und von L/A normalisiert 
wird, folgt F/A e D, . 
Sei nun zunachst F/A zu 2, x 2, isomorph. Dann gilt [F, u] g A. Sei j 
ein Element von der Ordnung vier in F/A. Sei jr ein Urbild von f. Dann 
gilt flu = jis, wobei 9 = 1 gilt. Also ist xs = x-l und ys = y-r. Setze 
wieder (xy)fl = r. Wir erhalten dann ru = r-l und rue = r3. Wie oben 
liefert das einen Widerspruch. 
Sei nun zuletzt F/A = Es. Dann gilt [u, F] CA. Also ist F(uv, t)(u) 
das Erzeugnis zweier Gruppen von der Art (ix) oder (x). Dann gibt es aber 
ein Element s in F mit [s, A] = 1. Dies ist ein Widerspruch. 
Dieser Widerspruch beweist das Lemma. 
LEMMA 2.16. Sei U vom Typ (2a). Sei weiter C,(A) = A. Dunn ist 
C,(SZ,(A))(uv, t)(u) zu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(i) U. 
(ii) U(c) mit xc = xxznml, yc = yyy2”-l, wc = w, uvc = (wxy)%v, 
tC = x-2t, uc = u und c2 = w-l. 
(iii) U(c), wobei n = 3 gilt. Weiter gilt xc = x-l, yc = y-l, uvc = 
(wxy)%v, tc = x-y UC = u, WC = w und c2 = 1. 
(iv) U(c), wobei n = 3 gilt. Weiter haben wir XC = x3, ye = ~3, 
w’ = w, uvc = (wx~)~uv, tc = x-2t, uc = u und c2 = 1. 
Beweis. Sei wieder C das volle Urbild einer minimalen L/A invarianten 
Untergruppe von CR(Qn,(A))/A. Wie in Lemma 2.15 sehen wir, da13 
/ Cl.4 1 < 2 gelten mul3. Sei also im folgenden 1 C/A j = 2. Sei weiter c 
ein Element aus C-A mit [p, c] = 1. Wegen Hypothese 2.3 gilt dann such 
c” = c. Weiter gilt wegen Hypothese 2.3 wG = w. Wegen [c, p] = I gilt 
[uv, c] # 1. Also kijnnen wir uvc = ruv mit T = ~w~~-lxy, (ww”“-‘xy)’ 
oder (m2”-’ .vy)” annehmen. Nun operiert c auf (We). 
Sei zunachst (We)” = We. Dann gilt ((xy)“)” = (~y)~. Also gilt 
(xy)” = xys mit s E ((~y)~“-‘). Wegen C,(A) = A folgt nun (~y)~ = 
(xYPYY-l. Indem man nun den Wert von UVC’ berechnet, folgt uvc = 
(w~)~uv. Weiter erhalten wir nun ca = w-l. Das liefert (ii). 
Sei nun (w(~y)~)~ = wan”-‘. Dann folgt ((~y)~“-‘)” = (~y)-~“-‘. 
Das ist aber nur fur n = 3 moglich. Genauso sehen wir, daB fur die anderen 
Mijglichkeiten fur (w(x~)~)c immer n = 3 folgt. Also gilt nun (~y)~ = (xy)-l, 
(~y)~ oder (xY)~. Sei nun zunachst uvc = xyuv oder uvc = (x~)~uv. Dann 
ist tC = x-lta oder tc = x-%a mit a E Q,(A). Man rechnet nun nach, da5 
/ 2-1 die Gruppe ,,x , y2”-‘, uvc, t”) nicht abelsch ist. Das ist ein Widerspruch. 
Somit haben wir uvc = (w~)~uv gezeigt. Das liefert nun (ii)-( 
Sei nun D das volle Urbild einer minimalen L/A invarianten Untergruppe 
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von Nc,(a,(a))(C)/C. Wir nehmen zunachst an, da13 1 D/C ] = 4, und dal3 
D/A elementar abelsch von der Ordnung acht ist. 1st c2 # 1, so gibt es in 
Actl~ keine Involutionen. Sei c2 = 1. Dann gilt n = 3. Dann zentralisiert 
aber jede Involution aus Acuv in A ein Element von der Ordnung acht. 
Also ist uv unter D zu keiner Involution aus Acuv konjugiert. Wir haben 
somit gezeigt, daR [D, (uv, t)] immer in A enthalten ist, da diese Relation 
im Fall D/A G Q8 trivial ist. 
Da es keine minimale L/A invariante Untergruppe C/A von CR(Qn,(A))/A 
mit / C/A 1 = 4 gibt, folgt nun D/A g Q8 . Dann gibt es ein Element 
d E D-A mit d2 E CA, das uw zentralisiert. Wegen der Operation von t auf 
izu(~y)~) kiinnen wir annehmen, daS sich d2 so urn Elemente aus C,(uv) 
ablndern la& da0 t”’ = st mit s E Q,(A) erfiillt ist. Also gilt d2 E N(O,(H)) = 
H. Das ist aber ein Widerspruch. 
Sei nun ( D/A 1 = 4. Dann ist D/A zyklisch oder elementar abelsch 
von der Ordnung vier. Sei zunachst [D, u] in A enthalten. Dann ist D/A s 
2, , da es kein Element d mit [d, p] = 1 = [UV, d] in D geben kann. Jetzt 
kijnnen wir also uvd = e~w~“‘-~ xyuv annehmen, wobei (A, d) = D gelte. 
Da aber nun (x2”-l, y2”-l, ~9, t”) nicht abelsch ist, folgt ein Widerspruch. 
Wir haben somit (D/A, uA) E D, gezeigt. Sei zuerst D/A z Z, . Dann 
gilt nach Hypothese 2.3 c2 = 1. Insbesondere ist n = 3. Sei xd = XT. 
Dann ist r in Q,(A) enthalten. Wegen d2 = c folgt nun rd = x2+ oder 
xe2r-l. Das ist aber ein Widerspruch zu d E CR(Q2,(A)). 
Wir haben somit gezeigt, da8 D/,4 elementar abelsch von der Ordnung 
vier ist. Wieder gilt c2 = 1 und damit n = 3. Nun operiert d E D-C auf 
C,(uv). Das liefert (w(x~)~)~ = (w(xy)a)iy4i mit i E (1, -1) und i E (0, 1:. 
Also gilt (w(xy)2)-iy4j = (We)“” = (w(~y)~)“~” = (w(xy)2)ix4j. Das liefert 
nun j = 1. Somit haben wir entweder ((~y)~)~ = (3~y)~y~ oder ((%~)a)~ = 
(~y)~ti. Das liefert d ann (x2)” = x2y4 und (y2)d = Gus oder (x2)” = 
x~(x~)~ und ( y2)d = y2x4. Andererseits gilt entweder xy = (~y)~’ = xyy2( y2)d 
oder xy = (xy)“’ = xy~~(x~)~, da d2 in A enthalten ist. Also gilt entweder 
(x2)" = xp2 oder (y2)& = yp2. Beides ist aber, wie oben berechnet, falsch. 
Dieser Widerspruch beweist nun D = C. Somit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 2.17. Sei U votn Typ (3). Sei weiter C,(A) = A. Dann ist 
CR(Q,(A))(uv, t)(u) zu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(9 u, 
(ii) eine dw Gruppen aus Lemma 2.15 oder Lemma 2.16. 
Beweis. Sei C as volle Urbild einer minimalen L/A invarianten Unter- 
gruppe von CR(s2,(A))/A. Sei weiter D # A. 
Sei zunachst 1 D/A 1 = 2. Dann gibt es ein d E D-A mit [d, u] = 
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[d, p] = 1. Wir konnen dann such [UZI, d] = 1 annehmen. Das liefert aber 
d E H. Dies ist ein Widerspruch. 
Sei nun j D/A 1 = 4. Dann gibt es wieder ein d E D-A mit du = d. 
Weiter gilt dann d2 E {w, xy). Sei nun uva = ruv mit Y E (&(xy)). Dann 
konnen wir uvd = uv annehmen. Also gilt ds E (wsxy). Sei nun td = st. 
Dann kijnnen wir td = w%yat mit a E (ys”-‘) annehmen. Nun operiert 
d auf :w2xy). Also gilt eine der folgenden Relationen (w%y)d = waxy, 
(w2xy)d = W%y(Xy)2n-1, (~~xy)~ = (w02xy)-l oder (~~xy)~ = (wsxy)-i(xy)s”-‘. 
Sei zunachst (w2xy)& = (w2xy)-l. Dann ist d2 E ((xy)s”-I) Setze nun 
wd = wi(xy)j mit i, j < 2”. Nun gilt die folgende Gleichung w”(xy)3 = 
Wd = Wuvduv = wSi--8]+2 (xy)ie3j+l. Das liefert i - 4j + 1 = O(2”). Also gilt 
wd = w4j-i(xy)j. Nun gilt weiter w = wd2 = r&*j+i(xy)sje-a~. Somit gilt 
2j2 - 2~’ = O(2”). Da 2 1 j folgt j = 0(2n-1). Das liefert nun wd = w-i 
oder wd = ~uo-~(xy)~“-~. Nun liefert Hypothese 2.3 n = 2 und wd = w-i(xy)“. 
Das liefert weiter (~y)~ = (xy))l. Es gilt aber x-9 = tw-l = tdwd = xdt. 
Also gilt xd = x-l und yd = y-l. Dann folgt aber [d, p] = 1. Dies ist ein 
Widerspruch. Genauso liefert such (w2(xy))” = (w2xy)-i(xy)s”-’ fur n > 2 
einen Widerspruch. 
Sei nun (w02xy)d = w2xy(xy)2”-1. Setze wieder wd = wi(xy)j. Die Berech- 
nung von w uvduv liefert dann wd = w4j+lw2”-‘(xy)j. Die Berechnung von 
wd2 liefert nun wd = ww2nm1 oder wd = WW~“-‘(X~)~*-~. Insbesondere gilt 
(xy)d = (xy)(xy)2”-1. Weiter erhalten wir xd = xx2”-’ und yd = yy2n-1. Die 
Operation von p liefert nun wieder einen Widerspruch. 
Somit haben wir (w~x~)~ = w2xy gezeigt. Wie oben erhalten wir wd = w 
oder wd = We”-‘. Weiter gilt (~y)~ = xy. Das liefert dann xd = x und 
yd = y. Wegen C,(A) = A mu8 nun wd = we”-’ gelten. Weiter gilt 
d2 = (w2xy)-1. Setze nun e = do. Dann gilt xe = x, y” = y, we = wx2”-’ 
und e2 = w2x. Weiter gilt te = t und uve = w-2x-1aDuv. Setze nun f = 
00-leX2n-1 und g = f 0. Dann gilt f 2 = x und g2 = y. Weiter wird <w2, x, y) 
von (f, g) zentralisiert. Weiter gilt gD = rfg mit Y E (w2, x, y}. Nun ist 
L = (w2, x, y)(uv, p, uj vom Typ (1). Nach Lemma 2.7 ist also 
<w2, f, g>W t>(u) vom TYP (2) oder (2a). 
Setze B = ~1~2, f, g). Wir zeigen zunachst C,(B) = B. Sei I ein Element 
aus C,(B). Dann gilt [w, r] E B. Nach Lemmata 2.8 und 2.11 kijnnen wir 
r mit [r, p] = 1 wahlen. Weiter kiinnen wir erreichen, daD r2 = w2 gilt. 
Das liefert dann [w, r] E (w”). Somit gilt wr = wi mit geeignetem ungeradem 
i. Da w+ = w wegen C,(A) = A nicht mijglich ist, folgt nun leicht wr = 
ww2”-l. Es gilt aber such uT = u. Das liefert nun uvr = w-~x-~~-%KJ. Dann 
liegt aber YW-1 in Cr(~v). Da rw-l such das Element p zentralisiert, folgt 
nun, da8 rw-l in N(O,(H)) = H liegt. Das ist aber offensichtlich ein 
Widerspruch. Somit haben wir C,(B) = B gezeigt. 
Setze nun P = N,(B). Dann ist P zu einer der Gruppen aus Lemma 2.15 
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oder Lemma 2.16 isomorph. Man rechnet leicht nach, daR B in diesen 
Gruppen charakteristisch ist. Das liefert nun R = P. Somit ist das Lemma 
bewiesen. 
LEMMA 2.18. Esgilt R = T. 
Beweis. Wir haben gezeigt, das die Gruppe R zu einer der Gruppen 
aus Lemmata 2.13-2.17 isomorph ist. Man rechnet nun leicht nach, daB 
iz in allen diesen Gruppen charakteristisch ist. Das liefert dann R = T. 
LEMMA 2.19. In G haben wir u N (~y)~‘-l und UW~“-~ - w2”-l. 
Beweis. Siehe [24, Lemma 61. 
LEMMA 2.20. Ist 0’ vom Typ (3) und gilt C,(A) = A, so gilt U # T. 
Beweis. Wir nehmen T = U an und werden zeigen, dab dann G nicht 
einfach sein kann. Nach [24, Lemma 71 wissen wir, da8 n mindestens vier 
sein muI% Setze T1 = (~w2, x, y)<uv, t)(u). Dann gilt T = <T1 , w). Weiter 
rechnet man nun leicht nach, dab alle Elemente aus T-T, mindestens die 
Ordnung 2” haben. Also ist keine gerade Potenz von w zu einem Element 
aus T-T, in G konjugiert. Sei nun w zu einem Element s aus T1 in G 
konjugiert . Dann gilt insbesondere o(s) = 2”. Wegen n > 3 folgt nun, 
da6 ~2”~~ in <x2”m’ , y2”-‘) enthalten ist. Das widerspricht aber Hypothese 2.3 
und Lemma 2.19. Somit haben wir gezeigt, da8 w zu keinem Element aus 
T1 konjugiert ist. Anwendung von [12, Lemma 161 liefert nun die 
Behauptung. 
LEMMA 2.21. Sei U enthalten in T und C,(A) = =1. Dunn ist U nicht 
vom Typ (1) oder (la). 
Beweis. Wir nehmen an, da8 U vom Typ (1) oder (1 a) ware. Wir werden 
dann einen Widerspruch zur Einfachheit von G herleiten. 
Sei zunachst U = T. Dann betrachten wir wieder die Untergruppe 
T1 = (w2, x, y)(uv, t)(u) von T. Sei a eine Involution in T-T,. Wir 
kiinnen nach [24, Lemma 41 n > 2 annehmen. Dann ist U vom Typ (1) 
und a unter L zu wxuv konjugiert. Wir zeigen zunachst, da8 wxuv nicht zu 
m-1 in G konjugiert ist. Es gilt C~(W~~-*) = A(u). Also ist A(u) eine 
I;low 2-Untergruppe von &(w~~-~). Insbesondere enthllt Cc(zuam-‘) keine 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16. Aber C,(wxuv) 
enthalt (x~~-I, y2”-‘, wxuv, t). Also ist zuxuv + w2”-l. Sei s ein Element 
aus T-T, , das zu einer geraden Potenz von w in G konjugiert ist. Nach 
dem eben Bemerkten ist s keine Involution. Also gilt s2 E T1 . Sei e = ~~(~)/a. 
Dann ist e - warn-l. Sei zun%hst e E A. Dann kiinnen wir e = w2”-l an- 
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nehmen. Insbesondere liegt dann s in A(u). Das ist aber ein Widerspruch. 
Also liegt e in Auv. Also ist e zu uv oder w%yuv konjugiert, bzw. w~w~“-~x~uv, 
falls U vom Typ (la) ist. Nun enthalt aber der Zentralisator jeder dieser 
Involutionen eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16. 
Dies ist ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, da13 keine gerade Potenz 
von w zu einem Element aus T-T, konjugiert ist. Sei nun w zu einem 
Element aus T1 in G konjugiert. Aus dem selben Grund wie oben erhalten 
wir, daB sich diese Konjugation schon in C,(w2”-‘) abspielen mu&e. Dies 
ist aber ein Widerspruch. Die Anwendung von [12, Lemma 161 liefert nun 
einen Widerspruch zur Einfachheit von G. Somit haben wir T # U gezeigt. 
MitLemmas2.13und2.14folgtnun,daDUvomTyp(l)istund~ T: U/ =2 
gilt. 
Nach [24, Lemma 41 kiinnen wir wieder n 3 3 annehmen. Dann gilt 
T = (U, c). Weiter ist o(c) = 2”. Man rechnet nun leicht nach, dal3 alle 
Elemente aus T-U mindestens die Ordnung 2” haben. Sei nun c zu einem 
Element s aus U in G konjugiert. Dann gilt o(s) = 2% 3 8. Also kiinnen 
wir annehmen, dal3 c zu s in C,(w2”-*) konjugiert ist. Insbesondere liegt s 
nicht in A. Wegen der Struktur von U folgt s2 E (w2, x, y, uv). Also gilt 
s4 E (w4, x, y). Nun gilt aber s2”-l = w2”-l und o(w”) = 2n-3. Das ist aber 
ein Widerspruch. Somit ist c zu keinem Element aus U in G konjugiert. 
Die Anwendung von [12, Lemma 161 liefert nun wieder einen Widerspruch 
zur Einfachheit von G. 
LEMMA 2.22. Sei U enthalten in T und C,(A) = A. Dann ist U nicht 
vom Typ (2a). 
Beweis. Wir nehmen an, da0 U vom Typ (2a) ware. Wir zeigen zunlichst, 
da13 n = 3 gelten mu& Sei also n > 3 und a ein Element aus T mit a # 
(xy)2”? Sei weiter a eine Involution. Man sieht leicht, daD dann a in T 
zu 44 an-l konjugiert ist. Setze nun s = ww2”-l xyuv. Dann gilt s2 = 1. 
Weiter gilt [s, u] = 1. Nach Lemma 2.19 ist u zu (~y)~“-’ in G konjugiert. 
Also ist s zu su in G konjugiert. Aber (SZJ)~ = w~“‘-~x~-~(x~)~~-~u. Dieses 
Element ist in T zu w2’“-l u konjugiert. Nach Lemma 2.19 ist damit w2”‘-l 
zu s in G konjugiert. Da Cr(s) immer eine elementar abelsche Untergruppe 
von der Ordnung 16 enthalt, und da Cc(w2*l) keine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 16 enthalt, denn n > 3, folgt nun ein 
Widerspruch. Somit ist n = 3 bewiesen. 
Gilt ca = w, so kiinnen wir wie eben argumentieren. Also haben wir 
such c2 = 1 gezeigt. Sei zunachst x c = x-l. Dann ist (XY)~C eine Involution. 
Nun ist uv in G zu (xY)~“-’ konjugiert. Also ist (xy)% zu (~y)~nrv konjugiert. 
Aus dem gleichen Grund ist (xy)ac zu (xy)sc~~vu konjugiert. Nun gilt aber 
((q~)~cuvu)~ = wxycu. Da II zu (~y)~“-l konjugiert ist, folgt nun, daD (xy)“c 
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zu wxyc konjugiert ist. Damit ist aber (XJJ)~C zu w(x~)~c in G konjugiert. 
Das widerspricht aber Hypothese 2.3. 
Sei nun xc = x3. Dann betrachte das Element x~~-~cu. Wie oben erhalt 
man nun, daB x3y-rc~ zu wx3y-icu in G konjugiert ist. Das widerspricht 
wieder Hypothese 2.3. Damit ist das Lemma bewiesen. 
Wir haben somit durch die vorangegangenen Lemmata das folgende 
Lemma bewiesen. 
LEMMA 2.23. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe van G. Dann enthiilt T 
eine Untergruppe U vom Typ (2) mit C,(A) = A. Insbesondere ist T eine 
der Gruppen aus Lemma 2.15. 
LEMMA 2.24. Gilt T # U, so ist n = 3. 
Beweis. Sei zunachst 1 T : U 1 = 4. Dann ist T/U zyklisch. Sei d der 
in Lemma 2.15 angegebene Erzeuger von T/U. Setze T, = (U, c). Dann 
teilt 2+l die Ordnung eines jeden Elementes aus T-T, . Klar ist, dal3 d 
zu keinem Element aus Tl unter C,(w2%-‘) konjugiert ist. Sei nun s E Tl 
und s-d in G. Dann ist o(s) = 2”. Wegen n > 3, gilt s2”-’ E A. Damit 
kijnnen wir .yznel z ~2”~~ annehmen. Das liefert aber einen Widerspruch. 
Sei nun a eine gerade Potenz von d, die zu einem Element b E T-T, in G 
konjugiert ist. Dann ist o(a) = 2”-r. Nun ist o(a) > 4. Also ist azn-’ in A 
enthalten. Somit ware a in C~(W~~-~) zu einem Element b E T-T, konjugiert. 
Das ist aber nicht moglich. Nun liefert die Anwendung von [12, Lemma 161 
einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
Wir haben somit 1 T : U 1 = 2 gezeigt. Wieder sieht man, daD 2n-2 
die Ordnung jedes Elementes aus T-U teilt. Da o(c) > 8 gilt, folgt wie 
oben, dal3 c zu keinem Element aus U in G konjugiert ist. Sei a eine gerade 
Potenz von c, die in G zu einem Element b E T-U konjugiert ist. Dann gilt 
o(c) = 8, also n = 4. Weiter erhalten wir, daD wzm-r zu einem Element 
aus Auv in G konjugiert ist. Nun sind aber alle Involutionen aus Auv zu 
uv oder wxyuv in G konjugiert. Beide Involutionen zentralisieren aber 
elementar abelsche Gruppen von der Ordnung 16. Sie sind also insbesondere 
nicht zu w2 m-l in G konjugiert. Somit haben wir, da13 keine gerade Potenz 
von c zu einem Element aus T-U in G konjugiert ist. Anwendung von 
[12, Lemma 161 liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
LEMMA 2.25. Es gilt 1 Cr(SZ,(A)) : A 1 < 2. 
Beweis. Sei 1 CT(S;),(A)) : A I > 2. Nach Lemma 2.24 gilt dann n = 3. 
Weiter gilt nach Lemma 2.15 I Cr(Q,(A)) : A / = 4. Die Bezeichnungen 
seien wie in Lemma 2.15. Setze T, = U(cd). Klar ist, da13 c in C,(w) 
zu keinem Element aus T, konjugiert ist. Sei nun s eine Involution aus Auv, 
478 .G. STROTH 
dann ist s in G zu uv und damit zu (~y)~ konjugiert. Insbesondere ist w 
zu keiner Involution aus Auv konjugiert. Das liefert, daD c zu keinem 
Element aus Tl in G konjugiert ist. Sei nun w zu einer Involution aus T-T, 
konjugiert. Dann liegt diese Involution in ACUV oder Aduv. Nun gibt es 
aber in keiner dieser Nebenklassen Involutionen. Also ist w such zu keinem 
Element aus T-T, in G konjugiert. Anwendung von [12, Lemma 161 liefert 
nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
LEMMA 2.26. Es gilt T = U. 
Beweis. Sei T f U. Nach Lemma 2.24 gilt dann n = 3. Weiter gilt 
nach Lemma 2.25 1 T : U 1 = 2. Die Bezeichnungen seien wie in Lemma 
2.15. Zunachst sieht man mit den selben Methoden wie in Lemma 2.25, 
da0 c2 = 1 gelten mul3. Sei zunachst uvc = wxyuv oder (wx~)~uv. Dann 
gilt also xc = x-l. Da u zu (xY)~“-~ in G konjugiert ist, und da jede Involution s 
aus T, die verschieden von (xy)a”-1 ist, zu s(xY)~“-~ konjugiert ist, ist c zu UC 
und xyc zu xyuc konjugiert. Also ist c - UC N xyuc - xyc. Betrachte (xy~)~. 
Dann erhalten wir c N wyc - (WXC)~ = wxc -WC. Also ist c zu WC in G 
konjugiert. Dies widerspricht aber Hypothese 2.3. 
Also kijnnen wir nun uvc = (xy)2uv annehmen. Sei zunachst xc = x-l. 
Dann gilt xyc - xycuv - xycuvu. Wegen (xycuvu)t = w(xy)-lcu - 
w(xy)-% - wxyc, folgt nun ein Widerspruch zu Hypothese 2.3. Also gilt 
XC = x3. Wir betrachten nun die Involution xy5cu. Dann gilt xy5cu - 
xy%uuv. Wegen (xy%uuv)t = wx-r~-~cu, folgt xy5cu - wxy5cu. Das wider- 
spricht aber Hypothese 2.3. 
Wir erhalten nun abschliel3end den folgenden Satz. 
SATZ 2.27. Sei G eine endliche einfache Gruppe, die eine 2-lokale Unter- 
gruppe H besitxt mit O,(H) g El6 und H/0,1,,(H) g .& . Weiter enthalte 
H/O(H) keine zu .X6 isomorphe Untergruppe. Erfiillt G die Hypothese 2.3, 
so ist G zu PSL,(q) mit q = l(8) oder PSU,(q) mit q = -l(S) isomorph. 
Beweis. Nach Lemma 2.26 ist eine Sylow 2-Untergruppe von G zu 
einer Sylow 2-Untergruppe von PSL,(q) mit q E l(8) isomorph. Die 
Anwendung von [19] liefert nun die Behauptung. 
3. UBER 3I&RUPPEN, DIE GEWISSE 2-LOKALE UNTERGRUPPEN ENTHALTEN 
In diesem Abschnitt wollen wir einige 3I-Gruppen untersuchen, die 
2-lokale Untergruppen enthalten, die PSL,(q), PSU,(q), PSp,(q) oder L,(4) 
involvieren. Solche 2-lokalen Untergruppen werden in spateren Unter- 
suchungen des iifteren auftreten. 
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In den folgenden Abschnitten sei G stets eine 3I-Gruppe, in der jede 
echte Untergruppe, die quasieinfach ist, zu einer Gruppe aus der Liste 
des Theorems isomorph ist. 
LEMMA 3.1. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe und z eine Involution 
in G. Die Gruppe H = Co(x)/O(C,(z)) besitze einen Normalteiler K, der 
xu S-h(q), Suds) o&y SPA) q g d un era e, isomorph ist. Weiter sei C,(K) 
zyklisch. Dunn ist x in Z*(G) enthalten. 
Beweis. Sei M das volle Urbild in C,(Z) von (K, C&K)). Die Struktur 
von K liefert jetzt sehr leicht, da8 (z> in M beziiglich G stark abgeschlossen 
ist. Sei jetzt x eine Involution aus AZ-(z), so da8 (x, Z) in einer Sylow 
2-Untergruppe von Co(z) normal ist. Sei t eine Involution aus einer Sylow 
2-Untergruppe T von Cc-&x), die zu x in C,(X) konjugiert ist. Weiter 
sei z # t. Die Bedingung 31 liefert jetzt E = Q,(Cr(t)) = (z, x, t). Also 
ist z zu t in Nc&E) konjugiert. Das ist aber nicht moglich. Mit [2] erhalten 
wir, da8 z in Z*(C,(x)) liegt. Das liefert dann, da8 C,(x)/O(C,(x)) einen 
Subnormalteiler L enthalt, mit x EZ(L) und L e SL,(q). Die Anwendung 
von [l] liefert jetzt die Behauptung. 
LEMMA 3.2. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe und S eine xyklische 
2-Untergruppe von G. Die Gruppe L = N,(S)/O(No(S)) besitze einen 
Normalteiler K, der xu SL,(q), SU,(q) oder Spa(q), q ungerade, isomorph ist. 
Weiter sei C,(K) zyklisch. Dunn ist G zu SL,(q), SU,(q) oder Spa(q) isomorph. 
Beweis. Setze Q,(S) = (a). Nach Lemma 3.1 gent&t es zu zeigen, 
da8 H = C,(z)/O(C,(z)) einen Normalteiler K1 enthalt, der zu SL,(r), 
SU,(r) oder Sp,(r) isomorph ist. Sei,x eine Involution aus K, so da0 xZ(K) 
im Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von K/Z(K) liegt. Setze H1 = 
H/(z). Sei weiter R ein maximaler quasisemieinfacher Normalteiler von 
CH1(x)/O(CHl(~)). Da nach Voraussetzung jede Komponente von R zu 
einer Gruppe des Theorems isomorph ist, folgt jetzt, da13 R eine zu SL,(s), 
s ungerade, isomorphe Komponente enthalt. Jetzt erhalten wir mit [I], 
dal3 H einen Normalteiler besitzt, der zu SL,(r), SUP(y) oder Sp,(r) isomorph 
ist. Da G quasieinfach ist, folgt jetzt Y = q. Mit Lemma 3.1 erhalten wir 
nun die Behauptung. 
LEMMA 3.3. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe und S eine zyklische 
2-Untergruppe von G. Die Gruppe N = No(S)/O(No(S)) besitze einen 
Normalteiler C, der zu einer perfekten zentralen Erweiterung von L,(4) durch 2, 
isomorph ist. Wetter sei C,(C) zyklisch. Dunn ist Co(z)/O(Co(z)), wobei 
{x) = Q,(S) sei, zu N isomorph. 
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Beweis. Setze L = Nc(D(S))/D(S), wobei wir 1 S 1 > 4 annehmen. 
Eine Sylow 2-Untergruppe von C,(S/D(S)) enthtilt genau zwei elementar 
abelsche Untergruppen von der Ordnung 32. Die vollen Urbilder dieser 
Gruppen sind zu Z,n * (8s * Ds) isomorph. Also ist eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von N/D(S) eine Sylow 2-Untergruppe von L. Weiter ist S/D(S) 
stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von (C, C,(C))/D(S). 
Sei jetzt a ein Element in L, das zu einem Element aus S/D(S) konjugiert 
ist. Jetzt liefert aber die Struktur der Automorphismengruppe von L,(4) 
sofort, daB a in (S/D(S), O(N)) liegt. Die Anwendung von [2] liefert 
jetzt, dal3 SO(N,(D(S))) normal in N,(D(S))/O(N,(D(S))) ist. Nun liefert 
eine Induktion die Behauptung. 
LEMMA 3.4. Seien die Voraussetzungen wie in Lemma 3.3, so ist n < 2. 
Beweis. Nach Lemma 3.3 ist C,(x)/O(C,(x)) zu N isomorph. Sei n 3 3. 
Setze M = (Cc-(z),o~c-(z~~(C), C). Weiter sei x eine Involution aus C,(S), 
die von z verschieden ist, und die zu z in G konjugiert ist. Dann folgt 
zungchst, dal3 wir annehmen kijnnen, daD x in M enthalten ist. Das liefert, 
dal3 S in Z(Cr(T’)) enthalten ist, wobei T eine Sylow 2-Untergruppe von 
C&z) n C,(x) ist, die S enthilt. Das liefert aber jetzt mit der Struktur 
von C einen Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, daI3 (z) in C beziiglich 
G stark abgeschlossen ist. 
Sei jetzt t # z eine Involution aus C,(z), die zu z in G konjugiert ist. 
Dann zentralisiert t kein Element von der Ordnung vier mit Quadrat z. 
Weiter zentralisiert t in Al keine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 
acht, da G eine 31-Gruppe ist. Die Struktur von Aut(Ls(4)) liefert jetzt, 
daD es eine Involution x in 1M gibt, so daD t zu xt und zu z in C,(x) konjugiert 
ist. Da aber xz nicht zu z konjugiert ist, erhalten wir so einen Widerspruch. 
Die Anwendung von [2] liefert jetzt z EZ*(G). Mit Lemma 3.3 folgt dann 
die Behauptung. 
SATZ 3.5. Sei G eine einfache 3I-Gruppe. Sei weiter x eine Involution 
in G. Die Gruppe C,(s)/O(C,(z)) enthalte einen Normalteiler M, der eine 
perfekte zentrale Erweiterung von L,(4) durch eine zyklische Gruppe von der 
Ordnung vier ist. Weiter sei die Faktorgruppe von C,(z)/O(C&)) nach M 
zu einer Untergruppe der iiuperen Automorphismengruppe von L,(4) isomorph. 
Dann ist G zu O’Nan’s sporadischer einfacher Gruppe isomorph. 
Beweis. Eine Sylow 2-Untergruppe von &(a) enthilt einen Normalteiler, 
der zu Z, x Z, x Z, isomorph ist. Wir bezeichnen diesen mit L. Weiter 
gilt, da6 N,(L) die Fusion der Involutionen aus L kontrolliert. Weiter 
wissen wir, daD N,(L)/L zu A, isomorph ist. Sei also x zu einer Involution 
aus L, die von z verschieden ist, in G konjugiert. Dann involviert N,(L) die 
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Gruppe L,(7). Nach Lemmas 1.7 und 1.9 folgt nun, dal3 N,(L)/O,,,,(N,(L)) 
zu L,(7) isomorph ist. Weiter ist O,(N,(L)) zu 2, x 2, x 2, isomorph. 
Sei zunachst die Erweiterung zerfallend. Dann folgt mit [6], dal3 G zu His 
isomorph ist. Aber His enthalt keine Involution mit obigem Zentralisator. 
Also ist die Erweiterung nicht zerfallend. Dann ist eine Sylow 2-Untergruppe 
von G zu einer Sylow 2-Untergruppe von O’Nan’s sporadischer einfacher 
Gruppe isomorph. Anwendung von [21] liefert nun die Behauptung. 
Sei nun (z) stark abgeschlossen in M beziiglich G. Dann folgt ahnlich 
wie in Lemma 3.4, daB (z) such stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Unter- 
gruppe von G beziiglich G ist. Anwendung von [2] liefert nun einen Wider- 
spruch zur Einfachheit von G. 
4. EINIGE NIGHT-3I-GRUPPEN 
LEMMA 4.1. Die Gruppen Jz und Js sind keine 3I-Gruppen. 
Beweis. Beide Gruppen enthalten eine Untergruppe X, die zu einer 
Sylow 2-Gruppe von L,(4) isomorph ist. Insbesondere enthalt X elementar 
abelsche Untergruppen von der Ordnung 16. Da N(X)/X zu ,& isomorph 
ist, folgt die Behauptung. 
LEMMA 4.2. Sei G eine 3I-Gruppe. Ist G zu einer perfekten zentralen 
Erweiterung van A,, durch Z, isomorph: so ist n < 7. 
Beweis. Es ist G/Z(G) zu A,, isomorph. Sei nun n > 8. Dann enthalt 
G/Z(G) eine Untergruppe X, die zu A, isomorph ist. Nun enthalt A, aber 
eine Untergruppe Y, die eine treue Erweiterung einer elementar abelschen 
Gruppe von der Ordnung acht mit L,(7) ist. Sei A das volle Urbild von Y 
in G. Jetzt liefert Lemma 1.7, dal3 O,(R) elementar abelsch von der 
Ordnung 16 ist. 
LEMMA 4.3. Sei G eim perfekte zentrale Erweiterung von His durch 
eine zyklische Gruppe von der Ordnung hiichstens zwei. Dunn ist G keine 
3I-Gruppe. 
Beweis. Es ist G/Z(G) zu His isomorph. Nach [18] wissen wir, dal3 
G/Z(G) eine Untergruppe X besitzt, die eine nicht zerfallende Erweiterung 
einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung 16 durch 2s ist. Sei 
Y das volle Urbild von X in G. Dann liefert Lemma 1.7 die Behauptung. 
LEMMA 4.4. Die Gruppe .3 ist keine 3I-Gruppe. 
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Beweis. Nach [23] wissen wir, da13 .3 eine 2-lokale Untergruppe besitzt, 
die eine Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung 16 
durch A, ist. 
LEMMA 4.5. Sei G eine Gruppe und G/Z(G) zu Q,(q), q = 3, 5 (mod 8), 
isomorph. Dann ist G keine 3I-Gruppe. 
Beweis. Bekanntlich besitzt G/Z(G) eine elementar abelsche Untergruppe 
von der Ordnung 64, so daR der Normalisator dieser Gruppe die Gruppe A, 
involviert. Sei X dieser Normalisator und Y das volle Urbild von S in G. 
Dann liefert die Anwendung von [26] die Behauptung. 
LEMMA 4.6. Sei G eine Gruppe, so daJ G/Z(G) zu S&(2) isomorph ist. 
Dann ist G keine 3I-Gruppe. 
Beweis. Die Gruppe G/Z(G) enthalt eine elementar abelsche Untergruppe 
E von der Ordnung 64, so da13 X = N(E) die Gruppe L,(7) involviert. 
Sei Y das volle Urbild von X in G. Dann liefert [26] die Behauptung. 
5. EMBER 3I-GRUPPEN VOM TYP (1) 
LEMMA 5.1. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Weiter besitze G eine 
2-lokale Untergruppe H, so day O,(H) zu Q8 c D, und H/O,*,,(H) su Aj 
isomorph ist. Dann ist G zu Spa(q), q = 3, 5 (mod 8), isomorph. 
Beweis. Sei <n) = Z(O,(H)). Wir bestimmen zunachst M 7 Co(z). 
1st M/O(M) nicht zu H/O(H) isomorph, so besitzt M/O(M)(z) eine 2-lokale 
Untergruppe L, so dal3 O,,,,(L)/O(L) 1 e ementar abelsch von der Ordnung 16 
ist und L/O,,,,(L) zu A, isomorph ist. Dann liefert Lemma 2.1, daB M/O(M) 
zu Sp,(q), q 3 3, 5 (mod 8), isomorph ist. Mit Lemma 3.1 folgt nun M = G. 
Sei nun M/O(M) zu H/O(H) isomorph. Dann folgt mit [14], daR G zu 
Jt oder Ja isomorph ist. Das widerspricht aber Lemma 4.1. 
LEMMA 5.2. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Weiter besitze G eine 
2Jokale Untergruppe H, so day O,(H) xu Q8 * D, und H/O,,.,(H) zu & 
isomorph ist. Dann ist G zu e&r der folgenden Gruppen isomorph. 
(i) Sp,(q), q = fl (mod 8); 
(ii) SL,(q), q = -1 (mod 4); 
(iii) SU,(q), q = 1 (mod 4). 
Beweis. Sei wieder .z) = Z(O,(H)) und M = C,(z). Sei zunachst 
M/O(M) zu H/O(H) isomorph. Da G eine 31-Gruppe ist, zerfallt H/O(H) 
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nicht i.iber O,,,,(H)/O(H). Sei N die Erweiterung von O,(H) mit A, . Dann 
liegen alle Involutionen von N in O,(H). Insbesondere enthalt eine Sylow 
2-Untergruppe von H keinen elementar abelschen Normalteiler von der 
Ordnung acht. Da H eine Sylow 2-Untergruppe von G enthllt, folgt nun 
mit [17], dal3 der sektionale 2-Rang von G hijchstens vier ist. Mit [4] folgt 
nun ein Widerspruch. 
Wir haben also gezeigt, da8 fiZ/O(&r) nicht zu H/O(H) isomorph ist. 
Setze L = M/O(M): .zI>. Dann enthalt L eine 2-lokale Untergruppe P, 
die eine Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe E von der Ordnung 
16 mit Z; ist. Sei R ein minimaler Normalteiler von L/O(L). Dann ist R 
einfach. Sei zunachst R n P s EA, . Dann folgt mit Lemma 2.1, daB 
R zu PSp,(q), q E 3, 5 (mod 8), isomorph ist. Also ist fit/O(M) zu Sp,(q)(x) 
isomorph, wobei x einen Automorphismus auf 5$,(q) bewirkt. Nach Lemma 
3.1 folgt nun G/O(G) s M/O(M). D as widerspricht aber der Quasieinfach- 
heit von G. Also ist P Z R. Dann liefert Lemma 2.2, da8 R zu PSL,(q), 
PSU&), PSp,(q), A,, , d,, , M,, , Mz3 oder MC isomorph ist. Die 
Anwendung von [lo] und Lemma 4.2 liefert, daB R zu PSL,(q), q = -1 
(mod 4), PSU4(q), q E 1 (mod 4), oder PSp,(q), q = &l (mod 8) isomorph 
ist. Die Struktur der Automorphismengruppe von R liefert zusammen 
mit [4] die Behauptung. 
Zusammenfassend erhalten wir nun den folgenden Satz. 
SATZ 5.3. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe vom Typ (1). Dann ist G 
zu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(9 Sp,(q), q unguade; 
(ii) SL,(q), q = -1 (mod 4); 
(iii) SU,(q), q = 1 (mod 4). 
6. UBER 3I-GRUPPEN voiv TYP (2) 
LEMMA 6.1. Sei G eine 3I-Gruppe, die eine 2-lokale Untergruppe HE A1 
besitzt, so daJ O,(H) HU Z,n * (Q, * D8), n > 2, und H/O,,,,(H) zu A, 
isomorph ist. Weiter enthalte H/O(H) einen Normalteiler, der zu QB * D, 
isomorph ist. Dunn ist G nicht quasieinfach. 
Beweis. Wir fiihren die folgenden Bezeichnungen ein. Es ist S = 
Z(O,(H)), N = NdWXNdS)), Nl = N/s, Nz = Nc(~l(s)>/O(No(~(s))) 
und Na = N&Y(S). Sei Jf ein minimaler Normalteiler von N1 . Sei 
zunachst M auflosbar. Dann ist N zu H/O(H) isomorph. Weiter besitzt 
Na eine 2-lokale Untergruppe R, die zu 2, x (Ei6A5) isomorph ist. Da 
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Zs x E1s die einzige elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 32 
in R ist, erhalten wir, da13 R eine Sylow 2-Untergruppe von Ns enthnlt. 
Weiter erhalten wir, dal3 2, stark abgeschlossen in 2, x E16 beziiglich Ns 
ist. Nun sieht man leicht, dal3 2s stark abgeschlossen in R beziiglich Ns ist. 
Die Anwendung von [2] liefert nun, da0 S normal in Ns ist. Sei (z) = 
fir(S). Per Induktion erhalten wir, daD S normal in C,(z)/O(C,(z)) ist. 
Das bedeutet, daR C,(z)/O(C,(z)) zu H/O(H) isomorph ist. Sei nun x 
zu einem Element y aus C,(z)-(z) in G konjugiert. Dann ist n = 2 und z 
ist zu einem Element x aus O,(H)-( z, in G konjugiert. Sei T eine Sylow >
2-Untergruppe von C+)(x). Dann ist Z(T) = (x, Z(O,(H))). Das wider- 
spricht aber 2 N x. Somit haben wir gezeigt, daB (z) stark abgeschlossen 
in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich G ist. Jetzt liefert [2] die 
Behauptung. 
Sei nun M nicht auf&bar. Dann enthiilt M eine 2-lokale Untergruppe, 
die eine Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung 16 
durch A, ist. Anwendung von Lemma 2.1 liefert, daB N ein zentrales Produkt 
mit vereinigten Zentren von S mit S’,(q), q = 3, 5 (mod 8), ist. Jetzt liefert 
Lemma 3.2, daB SO(G)/O(G) normal in G/O(G) ist. Da n > 2 ist, folgt 
nun die Behauptung. 
LEMMA 6.2. Sei G eine 3I-Gruppe, die eine 2-lokale Untergruppe H E .&I, 
be&t, so daJcr O,(H) zu Z,n * (Q3 * D,), n > 2, und H/O,,.,(H) zu Z; 
isomorph ist. Weiter besitze H/O(H) einen Norma&&r, der zu Q8 + D, 
isomorph ist. Dann ist G nicht puasieinfach. 
Beweis. Wir fiihren wieder einige Bezeichnungen ein. Es sei S = 
W,(H)), N = W‘VW,(S)), Nl = N/S, Nz = N~(~~(s>)/o(N,(~~(s))), 
und Ns = N&T(S). Sei M ein minimaler Normalteiler von Nr . Sei 
zunachst M auflosbar. Dann ist N zu H/O(H) isomorph. Weiter enthglt Ns 
eine maximale 2-lokale Untergruppe R, die zu (Z, x E16L45)(x) mit 
R/(Z, x E,,) s ,?Y5 isomorph ist. Man kann jetzt sehr leicht sehen, da13 
Z(R) stark abgeschlossen in R beziiglich Ns ist. Anwendung von [2] liefert 
nun, da0 S normal in Ns ist. Sei (z) = G,(S). Per Induktion erhalten 
wir jetzt, daB S normaI in C!,(z)/O(C,( z )) ist. Insbesondere ist C,(z)/O(C,(a)) 
zu H/O(H) isomorph. 
Sei nun y E O,(H)-{z) ein Element, das in G zu z konjugiert ist. Dann 
ist n < 3. Nun gibt es ein Element p mit p3 E O(H) und [z, p] = [y, p] = 1. 
Setze C = C,(p). Dann ist C/O(C) zu (S * Q&u>, mit a2 E (S * Qs) 
isomorph. Weiter konnen wir annehmen, da8 z zu y in C,(p) konjugiert 
ist. Dann enthalt C,(p) eine Untergruppe A, mit O,(A) = Z, x Z, und 
A/O,(A) z ,Xs. Das liefert n = 2. Weiter erhalten wir, da13 S zentral in H 
liegt. Sei nun T eine Sylow 2-Untergruppe von C,(y). Dann ist Z(T) = 
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(y, S). Das widerspricht aber z -y. Somit haben wir gezeigt, da13 z zu 
keiner Involution aus O,(H)-(z) in G konjugiert ist. 
Sei nun z zu einer Involution x aus H’-(z) in G konjugiert. Dann erhalten 
wir zunachst n = 2. Weiter ist C&&X) zu 2, x 2, isomorph. Ware S 
zentral in H, so ware x E D(Z(CHIO&~))) C O,(H). Das ist aber ein Wider- 
spruch. Wir erhalten nun, dal3 jede Involution i # x aus H in H zu zi 
konjugiert ist. Nun gibt es aber Involutionen r in O,(H)-(z), so da8 x zu IX 
in H konjugiert ist. Da x zu x in G konjugiert ist, folgt dann, daB Y zu YX 
in G konjugiert ist. Dann ist aber such r zu .a in G konjugiert. Das ist ein 
Widerspruch. Also ist x + z in G. Da jede Involution aus H-H’ ein Element 
von der Ordnung vier mit Quadrat z zentralisiert, erhalten wir, daB (z) 
stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich G ist. 
Anwendung von [2] liefert, daB z in Z*(G) liegt. Also ist G/O(G) zu H/O(H) 
isomorph. Insbesondere ist G nicht quasieinfach. 
Sei nun M nicht auf&bar. Dann besitzt M eine 2-lokale Untergruppe P, 
die eine Erweiterung von Xi6 durch A, oder TYs ist. 
Sei P zunachst eine Erweiterung durch izj . Dann liefert Lemma 2.1, 
da13 M zu PSp,(q), Q = 3, 5 (mod 8), isomorph ist. Also ist N zu 
(S * S&(p))(a) isomorph. Hierbei bewirkt a einen Diagonalautomorphismus 
auf Spa(p). Da n > 2 ist, liefert Lemma 3.2 nun die Behauptung. 
Sei jetzt P eine Erweiterung durch Z; . Dann ist M nach Lemma 2.2 
zu PSp,(q), I?%(q), PSU&), A,,, 4, , Mz2, MS3 o&r MC isomorph. 
Die Ergebnisse aus [IO] liefern zusammen mit Lemma 4.2, daB M zu 
P@,(q), q = &I (mod 8), PSL,(q), q = -1 (mod 4) oder PSU,(q), q = 1 
(mod 4) isomorph ist. Nun liefert 3.2 die Behauptung. 
LEMMA 6.3. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Weiter be&e G eine 
2Jokale Untergruppe HE J1 , so daj’ O,(H) zu Z,n * (Q8 * D,), n 3 2, 
und H/O,,,,(H) xu A, isomorph ist. Die Gruppe H/O,,,,(H) operiere transitiv 
auf den won Eins verschiedenen Elementen won O,(H)/Z(O,(H)). Dunn ist G 
zu einer perfekten xentralen Erweiterung won L,(4) durch eine zyklische Gruppe 
won der Ordnung vim oder zu O’Nan’s sporadischer einfacher Gruppe isomorph. 
Beweis. Setze wieder S = Z(O,(H)), N = N,(S)/O(N,(S)), Ni = N/S, 
Na = N$P(S))/O(N&P)S))), und Na = N&F(S). Sei M ein minimaler 
Normalteiler von Nr . Sei zunachst M auflosbar. Dann ist N zu H/O(H) 
isomorph. Weiter besitzt Na eine maximale 2-lokale Untergruppe P, die 
zu Ea2A5 isomorph ist. Nun ist es leicht zu sehen, daD Z(P) stark ab- 
geschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von Na ist. Anwendung von [2] 
liefert nun, daB S normal in Na ist. Per Induktion sehen wir dann, daB S 
normal in C,(z)/O(C,(z)) ist, wobei (a) = J&(S) sei. Also ist C,(z)/O(C,(z)) 
zu H/O(H) isomorph. 
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Sei nun z zu einer Involution y aus C,(x)-(x) in G konjugiert. Dam 
konnen wir annehmen, dal3 y in O,(H) liegt. Das liefert dann n = 2. Sei 5 
eine Sylow 2-Untergruppe von Cc-&x). Dann ist Z(T) = (S, x). Das is 
aber ein Widerspruch. Somit haben wir bewiesen, da0 (x) stark ab 
geschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich G ist. Anwendunl 
von [2] liefert nun einen Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, dal3 M nicht au&bar ist. Nach Lemma 2. 
ist dann M zu Ja oder L,(4) isomorph. Die Anwendung von [lo] liefert 
daD M zu L,(4) isomorph ist. Da G quasieinfach ist, liefert nun Lemma 3.~ 
n = 2. 1st G einfach, so liefert Satz 3.5 die Behauptung. Sei also G nich 
einfach. Dann liegt z in Z*(G). Somit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 6.4. Sei G eine 3I-Gruppe, die eine 2-lokale Untergruppe HE A. 
besitzt, so daj O,(H) zu Z,n *(D, * Qs), n > 2, und H/O,,,,(H) zu & 
isomorph ist. Weiter operiere H/O,,,,(H) t ransitiv auf den van Eins verschiedenet 
Elementen von O,(H)/Z(O,(H)). Dann ist G nicht quasi-einfach. 
Beweis. Wir setzen wieder S = Z(O,(H)), N = N,(S)/O(N,(S)), IV1 = 
N/S, iV2 = N&Y1(S))/O(NG(Or(S))) und Na = N&F(S). Sei M ein 
minimaler Normalteiler von .iVr . Sei zunachst M au&bar. Dann ist A 
zu H/O(H) isomorph. Weiter besitzt Ns eine 2-lokale Untergruppe P: 
die zu einer Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung 
32 durch & isomorph ist. Sei s ein Element aus Z(P). Dann ist klar, dal! 
s zu keinem Element aus PI = E,,A, , das von s verschieden ist, in Ns 
konjugiert ist. Insbesondere enthalt P eine Sylow 2-Untergruppe von Na . 
Sei nun x eine Involution aus P-PI , die zu s in Na konjugiert ist. Sei weiter 
T eine Sylow 2-Untergruppe von P. Dann ist s N x in N(Cr(x)). Die Struktur 
von C,(x) liefert aber, da8 dies nicht mijglich ist. Also ist Z(P) stark ab- 
geschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von N3 . Die Anwendung von 
[2] liefert dann, dal3 S normal in Nz ist. Per Induktion erhalten wir, da8 
S normal in C,(z)/O(C,(z)) ist, wobei (z) = Q,(S) sei. 
Wir nehmen nun zunachst an, daR n > 3 sei. Sei x in G zu einem Element 
y E O,(H)-(z) konjugiert. Dann folgt zunachst n = 3. Sei T eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(y). Da Z(T) 1 e ementar abelsch von der Ordnung 
vier sein mu& folgt, daB D(S) in C,(y)’ liegt. Dann ist aber (2) charak- 
teristisch in C,(y)‘. Dies widerspricht z wy. 1st S zentral in H/O(H), 
so ist klar, dal3 (z) in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich G stark 
abgeschlossen ist. 1st S nicht zentral in H/O(H), so folgt, da8 (z} stark 
abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G beztiglich G ist, aus 
der Tatsache, dal3 jede Involution i # z aus H zu iz in H konjugiert ist. 
Jetzt liefert [2] die Behauptung. 
Wir haben somit n = 2 gezeigt. Wie in [15] sieht man nun, dal3 eine 
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Sylow 2-Untergruppe von G zu einer Sylow 2-Untergruppe von Hi’s 
isomorph ist, oder daf3 z in Z*(G) liegt. Sei also z $Z*(G). Dann folgt mit 
[6], daB G zu His isomorph ist. Anwendung von Lemma 4.3 liefert nun 
einen Widerspruch. 
Sei jetzt M nicht aufliisbar. Die Gruppe Nr besitzt eine 2-lokale Unter- 
gruppe R, die eine Erweiterung von El6 mit 2s ist. Sei zuerst R _C M. 
Anwendung von Lemma 2.2 liefert, da0 M zu PSp,(q), PSL,(q), PSU,(q), 
40 3 All I n/r,, , Mz, oder MC isomorph ist. Weiter hefern [lo] und Lemma 
4.2, daf3 M zu P.!+,(q), P&5,(g) oder PSU,(p) isomorph ist. Da ,& transitiv 
auf E1#6 operiert, folgt nun ein Widerspruch. Also ist R n M g E,,A, . 
Das liefert mit Lemma 2.1, da8 M zu Ja oder L,(4) isomorph ist. Anwendung 
von [lo] liefert nun, dal3 M zu L,(4) isomorph ist. 1st z E Z*(G), so erhalten 
wir die Behauptung. Wir nehmen also nun z $Z*(G) an. Weiter nehmen 
wir an, daB G einfach ist. Dann folgt mit Satz 3.5 ein Widerspruch. Damit 
ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 6.5. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei HE .&fl eine 2-lokale 
Untergruppe von G, so daJ3 O,(H) xu Z,n * (Qs * D,) und H/O,,,,(H) zu A, 
isomorph ist. Dann ist G zu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(i) SL,(q), q E 5 (mod 8); 
(ii) SU,(q), q = 3 (mod 8). 
Beweis. Wir setzen wieder S = Z(O,(H)), N = N,(S)/O(N,(S)), Nl = 
N/S, Na = Nc(al(S))/O(N&F1(S))) und Na = N&F(S). Sei M ein 
minimaler Normalteiler von Nr . Sei zunachst M auflijsbar. Dann folgt, 
da8 N zu H/O(H) isomorph ist. Also enthalt Na eine 2-lokale Untergruppe P, 
die zu ,!?,,A, isomorph ist. Klar ist, daB P eine Sylow 2-Untergruppe von 
Na enthalt. Mit [25, Lemma 61 folgt nun, daB S normal in N, ist. Per 
Induktion erhalten wir, dal3 S normal in C,(z)/O(C,(z)) ist, wobei (z) = 
Q,(S) sei. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von H. 1st x eine Involution 
aus T, so ist S in Z(Cr(x)) enthalten. Das liefert, daR (z) stark abgeschlossen 
in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich G ist. Nun liefert [2] einen 
Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, daf3 M nicht aufldsbar ist. Nach Lemma 2.2 
ist dann M zu PSL,(q), PSU,(q), Mz,, Mz, oder MC isomorph. Anwendung 
von [lo] liefert jetzt, da13 M zu PSL,(q), q = 5 (mod 8) oder PSU,(g), 
q = 3 (mod 8) isomorph ist. Damit erhalten wir, daf3 N einen Normalteiler R 
enthalt, der das zentrale Produkt mit vereinigten Zentren von S mit SL,(q) 
oder SU,(q) ist. Weiter ist N = R(x), mit x2 E R. 1st x # 1, so bewirkt 
x auf SL,(q) einen Automorphismus, der das Produkt von dem Diagonal- 
automorphismus von der Ordnung vier mit dem Graphautomorphismus ist, 
488 G. STROTH 
bzw. auf SU,(q) einen Automorphismus, der das Produkt des Diagonal- 
automorphismus der Ordnung vier mit dem Kiirperautomorphismus von 
der Ordnung zwei ist. Nun folgt die Behauptung aus Lemma 3.2. 
LEMMA 6.6. Sei G tine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei weiter HE A1 eine 
24okale Untergruppe von G, so day O,(H) zu &n + (D, * Q8), n > 2, und 
H/O,*,,(H) zu & isomorph ist. Weiter sei Z(H/O(H)) von der Ordnung zwei. 
Dannistn = 2. 
Beweis. Wir setzen wieder S = Z(O,(H)), N = N,(S)/O(N,(S)), Nl = 
N/S, N, = Nc(W(S))/O(NG(U1(S))), und N3 = N,/zP(S). Sei ikl ein 
minimaler Normalteiler von Nr . Sei zunachst M aufliisbar. Dann ist N 
zu H/O(H) isomorph. Sei n 3 3. Dann besitzt Ns eine Untergruppe N4 
vom Index zwei. Nun besitzt Na eine 2-lokale Untergruppe P, die eine 
zerfallende Erweiterung von Ey2 mit A, ist. Wir sehen nun wieder leicht, 
daB S normal in N, ist. Per Induktion erhalten wir dann, da13 S normal 
in C,(z)/O(C,(z)) ist, wobei (z) = Q,(S) sei. 
Sei nun x ein Element aus O,(H)-(z). Dann rechnet man leicht nach, 
dal3 (x) charakteristisch in T’ liegt, wobei T eine Sylow 2-Untergruppe 
von C,(x) ist. Also ist z zu keiner Involution i # z aus C,(x)’ konjugiert. 
Da aber jede Involution a # z aus H zu az in H konjugiert ist, folgt nun, 
da13 (z) stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G beztiglich 
G ist. Anwendung von [2] liefert nun einen Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, da13 M nicht auf&bar ist. Mit Lemma 2.2 
und [lo] erhalten wir nun, da13 M zu PSL,(q), q = 5 (mod 8) oder PSU,(q), 
q = 3 (mod 8) isomorph ist. Also besitzt N einen Normalteiler L, der ein 
zentrales Produkt mit vereinigten Zentren von S mit SL,(q) bzw. SU,(q) 
ist. Weiter ist N = L(a), mit a2 EL. Dabei induziert a auf SL,(q) den 
Graphautomorphismus bzw. auf SU,(q) den Kiirperautomorphismus von 
der Ordnung zwei. Jetzt liefert Lemma 3.2 den Widerspruch. Damit haben 
wir n = 2 gezeigt. 
LEMMA 6.7. Sei G eine 3I-Gruppe, die eine 2-lokale Untergruppe HE A’, 
besitzt, so day O,(H) zu .Z,n * (Q8 * D,) und H/O,,,,(H) zu .& isomorph ist. 
Weiter se-i Z(H/O(H)) von der Ordnung zwei. Dunn ist G nicht quasie-infach. 
Beweis. Sei G ein Gegenbeispiel. Dann gilt nach Lemma 6.6 n = 2. 
Sei (z) = Z(H/O(H)). Sei zunichst z EZ*(G). Wie in [25] erhalten wir 
dann, da13 G/Z(G) zu A,, , A,, oder PSp,(2) isomorph ist, oder daD G/Z(G) 
die gleiche Involutionsfusion wie Q(3) hat. Im letzten Fall liefern [22, 201, 
da0 G/Z(G) zu P,(q), q z 3,5 (mod 8) isomorph ist. Nun liefert Lemma 4.2, 
4.5 oder 4.6 einen Widerspruch. Also ist G einfach. Nach [25] ist dann G 
zu .3 isomorph. Jetzt liefert Lemma 4.4 den Widerspruch. 
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LEMMA 6.8. Sei G eine quasieinfache 3iT-Gruppe. Weiter be&e G eine 
24okale Untergruppe HE A’, , so dal3 O,(H) xu Z,n * (Q8 * DJ, n 3 2, 
und H/O,**,(H) zu & isomorph ist. Das Zentrum won H/O(H) enthalte eine 
zyklische Gruppe won der Ordnung vier. Dann ist G zu einer der folgenden 
Gruppen isomorph. 
(i) SL,(q), q = 1 (mod 8); 
(ii) SU,(q), q = -1 (mod 8). 
Beweis. Wir setzen wieder S = 2(0,(H)), N = N,(S)/O(N,(S)), Nl = 
N/S, N, = NG(vl(S))/O(N,(O1(S))), und Ns = Ns/79(S). Weiter sei M 
ein minimaler Normalteiler von Nr . Sei zunachst M auf&bar. Dann ist 
N zu H/O(H) isomorph. Weiter besitzt Ns eine maximale 2-lokale Unter- 
gruppe P, die zu einer nicht zerfallenden Erweiterung von Es2 durch 2s 
isomorph ist. Urn zu zeigen, da13 P eine Sylow 2-Untergruppe von Ns enthalt, 
genugt es zu zeigen, daB S = Z(H/O(H)) ist. Sei L = l2,(O,(H)/&(S)). 
1st S # Z(H/O(H)), so gibt es eine Involution in H-O,,,,(H), die in L 
einen Unterraum von der Dimension drei, aber keinen van grol3erer 
Dimension zentralisiert. Weiter konnen wir annehmen, daI3 diese Involution 
ein Element von der Ordnung drei zentralisiert, dessen Zentralisator in L 
die Dimension 1 hat. Das ergibt, da13 die Involution in O,(H) eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung acht zentralisiert. Das widerspricht 
aber der Bedingung 31. Somit ist S = Z(H/O(H)) bewiesen. 
Also enthalt P eine Sylow 2-Untergruppe von Na . Man rechnet nun 
nach, daB Z(P) stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von Ns 
bezuglich Ns ist. Anwendung von [2] liefert, da13 S normal in N, ist. Per 
Induktion erhalten wir somit, dal3 S normal in C,(z)/O(C,(z)) ist, wobei 
(z> = Q,(S) sei. Insbesondere ist C,(z)/O(C,(z)) zu H/O(H) isomorph. 
Sei nun s eine Involution aus H. Dann enthalt das Zentrum einer Sylow 
2-Untergruppe von C,(x) immer S. Also ist z zu keiner Involution x f .s 
in G konjugiert. Anwendung von [2] liefert nun einen Widerspruch. 
Wir haben somit gezeigt, dal3 M nicht auflosbar ist. Nun enthalt Nr 
eine 2-lokale Untergruppe R, die eine nicht zerfallende Erweiterung von 
E,, durch ,X6 ist. Sei zuerst M n R z E,,.4, . Dann liefert Lemma 2.2, 
dafl M zu PSh(q), PSU,(q), M,, , M,, oder MC isomorph 1st. Jetzt liefert 
wieder [lo], da8 M zu PSL,(q), q = 5 (mod 8) oder PSU,(q), q = 3 (mod 8) 
isomorph ist. Also enthalt N einen Normalteiler U, der ein zentrales Produkt 
mit vereinigten Zentren von S mit SL,(q) bzw. SU,(q) 1st. Weiter bewirkt 
N/D’ Diagonalautomorphismen auf SL,(q) bzw. SU,(q). Nun folgt mit 
Lemma 3.2 ein Widerspruch. 
Somit haben wir R C M gezeigt. Nun wahlen wir fur die Erzeuger einer 
Sylow 2-Untergruppe S von R die gleichen Bezeichnungen wie in Abschnitt 2. 
Dann zentralisiert wi in O,(H) eine elementar abelsche Untergruppe von 
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der Ordnung acht. Da G eine 3I-Gruppe ist, ist <Y.+ , S} zyklisch. Sei 
nun Y ein Element von der Ordnung vier in M, mit rs E wrS, so ist r nicht 
zu r-l in M konjugiert, da das voile Urbild von M ein zentrales Produkt 
von S mit einer quasieinfachen Gruppe ist. Sei w ein Erzeugcr von ;wr , S). 
Dann gilt natiirlich nicht w” = w-* fur Elemente aus US. Also ist US nicht 
zu w,uS in M konjugiert. Somit haben wir gezeigt, daR Hypothese 2.3 
erfullt ist. Nach Satz 2.27 folgt nun, daf3 M zu PSI,,(q), 4 = 1 (mod 8) oder 
PSU,(q), q =i -1 (mod 8) isomorph ist. Da das Urbild von Meine 3I-Gruppe 
sein muB, folgt nun n = 2. Das liefert, daR das Urbild in N zu S&(q) 
bzw. SU,(q) isomorph ist. Sei T/’ dieses Urbild. Sei weiter R, ein Urbild 
von R. Nun ist N/P eine Automorphismengruppe von IT. Weiter gilt, 
daB N(R,) in ?’ enthalten ist. Die Struktur von T’ liefert dann, daB N/I/ 
hdchstens die Ordnung vier hat. Nun liefert Lemma 3.2 die Behauptung. 
Zusammenfassend erhalten wir nun den folgenden Satz. 
SATZ 6.9. Sei G eine qu~ieinfache 3I-Gruppe vom Typ (2). Bann ist 
G/O(G) zu einer der f~lgenden Gruppen ~somorph. 
(i) S.&(q), p s= 1 (mod 4); 
(ii) SUp(q), q T: -1 (mod 4). 
(iii) I?ine perfekte zentrale Erweiterun~ von L,(4) durck eine xyklische 
Gruppe von der Ordnung vier. 
(iv) O’Nan’s spuradische einfache Gruppe. 
7. OBER 3I-GRUPPEN voM TYP (3) 
LEMMA 7.1. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei weiter HE J1 eine 
2-lokale Untergruppe von G, so day O,(H) zu Z,n x (Q8 * I.&), n >> 1, und 
H/O,,,,(H) xu A, isomorph ist. Dann ist G zu einer perfekten zentralen 
Erweiterung von Jz durch Z, isomorph. 
Beweis. Sei \x> = O,(H)‘. Setze N = C&)~O(C,(x))(x>. Dann be&t 
N eine 2-lokale Untergruppe L, so daR O,(L) zu Zsn x El8 und L/O,(L) 
zu A, isomorph ist. Weiter operiert A, intransitiv auf EG . Sei Z,n = <y?. 
Setze AVI = NN( ;-v~)/O(N~~~~~))~y~. Dann besitzt Nr eine 2-lokale 
Untergruppe~, . die eine Erweiterung van E,, mit 9, ist. Sei M ein minimaler 
Normalteiler von iv, . 
Sei zunachst X auf&bar. Dann ist XI = L, . Setze nun LV~ = Nn.(<y2))/ 
O(W’. Y"'M Y"\- Dann ist C~~-V~~~~~)~O(C~~~, y2\)) eine Erweiterung 
von Es2 durch ilj . Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von C,(y<y”?). Dann 
enthglt T genau eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 32. 
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Das liefert, daD T eine Sylow 2-Untergruppe von N, ist, und daD (y)/(y”) 
stark abgeschlossen in Ez2 beziiglich N, ist. Sei r eine Involution aus 
T-y(y2), die in Na zu y<y2) konjugiert ist. Dann ist Z(Cr(r)) elementar 
abelsch von der Ordnung acht. Dann gibt es aber eine Involution e aus 
Z(T), so da8 Y zu ye konjugiert ist, und dal3 Y zu y( y2) in CN2(e) konjugiert 
ist. Da aber (y)/( y”) stark abgeschlossen in Ez2 ist, ergibt das einen Wider- 
spruch. Anwendung von [2] liefert nun, dal3 ( y) O(N,(( y2)))/O(N,(( y2))) 
normal in N,((y2))/O(N,((y2))) ist. Per Induktion erhalten wir so, daR 
iv> wx~>>/o(cG(~>> normal in C,(x)/O(C,(x)) ist. 
Setze nun Na = Nc(<y))/O(No((y)))(y). Dann besitzt Ns eine 2-lokale 
Untergruppe L, , so daB L,/O(L,) eine Erweiterung von Qs * D, mit A, 
ist. Sei ICI1 ein minimaler Normalteiler von Na . 
Sei zunPchst Mr auf&bar. Sei weiter Mr zu Z&/O(&)) isomorph. Sei 
schliel3lich M2 ein minimaler Normalteiler von N,/M, . 
Sei zunachst M, auflosbar. Dann ist No((y))/O(No((y))) zu H/O(H) 
isomorph. Sei nun x zu einer Involution s aus O,(H)-<xj in G konjugiert. 
Sei weiter S eine Sylow 2-Untergruppe von G. Dann ist Z(S) = (-y, x). 
Die drei Involutionen aus Z(S) liegen in drei verschiedenen G-Konjugierten- 
klassen. Sei nun S, eine Sylow 2-Untergruppe von C&s). Dann ist Z(S,) = 
,, y, x, s\. Also ist s zu x in No(( y)) konjugiert. Das ist aber ein Widerspruch. 
Also ist (x1) stark abgeschlossen in O,(H) beziiglich G. Sei nun s eine 
Involution aus H&O,(H). Dann zentralisiert s in O,(H) eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung acht. Ware s in G zu x konjugiert, 
so wiirde das der Bedingung 31 widersprechen. Anwendung von [2] liefert 
nun, da8 x in Z*(G) enthalten ist. Dann ist aber G nicht quasieinfach. 
Wir haben somit gezeigt, daI3 M2 nicht auf&bar sein kann. Anwendung 
von Lemma 2.1 liefert, dal3 Al2 zu PSp,(q), 4 = 3, 5 (mod 8), isomorph ist. 
Also ist N,(<y))/O(N,((y))) zu Z,n x Sp,(q) isomorph. Nun sieht man 
wieder leicht, da8 x EZ*(G) gilt. Dann ist aber G nicht quasieinfach. 
Somit haben wir gezeigt, da8 Ml nicht au&bar sein kann. Anwendung 
von [14] liefert, dal3 &‘r zu Jz oder J3 isomorph ist. Mit Lemma 4.1 und 
[lo] folgt nun, da8 fig1 zu Ja isomorph ist. Das liefert nun, da8 H/O(H) 
eine zerfallende Erweiterung von Q, * Ds mit 2,~ * SL,(5) ist. Da alle 
Involutionen aus Qs * D, in jz konjugiert sind, folgt n = 1. Ware n > 1, 
so zentralisiert jede Involution aus Q, c D, eine elementar abelsche Unter- 
gruppe von der Ordnung 16 in H. Das wiirde aber der Bedingung 31 
widersprechen. Somit haben wir gezeigt, daB C,(y)/O(C,(y)) zu einer 
perfekten zentralen Erweiterung von Jz durch 2, isomorph ist. Jetzt ist 
jede Involution aus H in G zu einer Involution aus Z(O,(H)) konjugiert. 
Da diese Involutionen aber in drei verschiedenen G-Konjugiertenklassen 
liegen, liefert nun [2] die Behauptung. 
Sei nun M nicht aufliisbar. Nach Lemma 2.1 ist dann AT zu PSp,(p), 
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Q = 3, 5 (mod 8), isomorph. Die Anwendung von Lemma 3.2 liefert jetzt, 
dal3 N,((y))/O(N,((y))) zu Z,n x Spa(q) isomorph ist. Man sieht nun 
wieder leicht, daD x in Z*(G) liegt. D ann ist aber G nicht quasieinfach. 
Damit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 7.2. Sei G eine 3I-Gruppe. Sei weiter HE A, , so daJ O,(H) 
xu Z,n x (Q8 * D,), n > 1, und H/O,,,,(H) zu .Z5 isomorph ist. Sei C = 
WZWW). 1st C/O(C) zu H/O(H) isomorph, so ist G nicht quasieinfach. 
Beweis. Wir setzen (x) = O,(H)’ und (y) = Zan. Sei weiter N = 
No((y))/O(N,((y))) und Ni = N/(y). Sei M ein minimaler Normalteiler 
von Ni . 
Sei zunachst M au&bar. Dann ist NH((y))/O(H) zu N isomorph. 
Setze nun N, = C,(x)/O(C,(x)) und Na = N&x). Dann besitzt Na eine 
2-lokale Untergruppe L, so daR L eine Erweiterung von Z,n x E,, mit 
Z5 ist. Sei T = (y, e, , e2 , e3 , e4 , , t t’, Y) eine Sylow 2-Untergruppe von L. 
Dann ist (y, e, , e2 , e, , ea) zu Z,n x El6 isomorph. Weiter gilt eit = e, , 
e2 
t- - e2 , e3 t = e,e, , e4t = e,e,e, , er = t’ el T e2 t’ t’ = e1e2 , e3 = e3 , e4 = 
ele3e4 , el +=e 1y e2 ‘=e 2t e3 r = e1e2e3 und edr = e,e,e, . Weiter ist 
<y, e i , e2 , e3 , e,)<t, t’> eine Sylow 2-Untergruppe von der Erweiterung von 
Z,n x El, durch A,. 
Setze nun F = (y, e, , e 2 , e3 , e&. Sei weiter Fi # F eine Untergruppe 
von T, die in N(T) zu F konjugiert ist. Indem man nun die Moglichkeiten 
fur Fl betrachtet, sieht man, daD y in N(F,) fiinfzehn Konjugierte hatte. 
Das ist aber nicht moglich. Also ist T eine Sylow 2-Untergruppe von N3 . 
Nun zeigen leichte Fusionsbetrachtungen, da8 (y) in T beziiglich N3 
stark abgeschlossen ist. Anwendung von [3] liefert jetzt, daR N, zu H/O(H) 
isomorph ist. 
Sei x zu einer Involution aus (O,(H), H’)-(x) in G konjugiert. Dann 
ist x such zu einer Involution s aus O,(H)-(x) in G konjugiert. Sei (yi) = 
sZ,((y)). Offensichtlich ist yi nicht zu x in G konjugiert. Sei jetzt S eine 
Sylow 2-Untergruppe von CH(s). Wegen der Bedingung 31 folgt nun, dal3 
Qi(Z,(S)) = (yi , x, s) ist. Also ist s zu x in NG(&(Z2(S))) konjugiert. 
Das liefert, dal3 x zu s in C,(yi) konjugiert ist. Per Induktion erhalten wir 
dann, dal3 x zu s in N&(y)) konjugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Da jede Involution aus H-H’ ein Element von der Ordnung vier mit Quadrat 
x zentralisiert, erhalten wir, dal3 {x) in einer Sylow 2-Untergruppe von G 
beztiglich G stark abgeschlossen ist. Die Anwendung von [2] liefert jetzt 
die Behauptung. 
Sei jetzt M nicht auflosbar. Dann liefert [14], dal3 M zu J2 oder J3 isomorph 
ist. Anwendung von Lemma 4.1 und [lo] liefert nun, dal3 M zu I2 isomorph 
ist. Weiter erhalten wir wegen der Bedingung 31, daR n = 1 gilt. Also 
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enthalt N eine Untergruppe vom Index zwei, die zu einer perfekten zentralen 
Erweiterung von Js durch 2, isomorph ist. Somit ist y eine Involution. 
Weiter ist klar, dal.? y zu keiner Involution aus C,(y’)-(y) in G konjugiert 
ist. Sei s eine Involution aus C,(y)-C,(y)‘, die in G zu y konjugiert ist. 
Da G eine 31-Gruppe ist, zentralisiert s in C,(y)’ keine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung acht. Sei U eine Sylow 2-Untergruppe von 
CQ,)(S). Dann folgt, dal3 U zu (y, s) x 8s isomorph ist. Weiter ist x E u’. 
Da aber s zu sx und y nicht zu yx in G konjugiert ist, folgt jetzt ein Wider- 
spruch. Also ist (y) stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G 
beztiglich G. Die Anwendung von [2] liefert jetzt die Behauptung. 
LEMMA 7.3. Sei G eine 3I-Gruppe. Sei weiter HE All , so daJ O,(H) 
zu Z,n x (Qs * D,), n > 1, und H/O,!,,(H) zu Z; isomorph ist. Setze C = 
N,(Z(O,(H)))/O(N,(Z(O,(H)))). BnthiiZt C/Z(O,(H)) einen Normalteiler, der 
zu PSp,(q), q ungerade, isomorph ist, so ist G nicht quasieinfach. 
Beweis. Setze N = C,(x)/O(C,(x)), wobei (x) = O,(H)’ sei. Weiter 
setze Nr = N/(X). Sei jetzt y eine Involution aus C, so da13 yZ(O,(H)) 
im Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von PSp,(q) enthalten ist. Sei 
M = WNl(YYWN~Y))). 
Da jede Komponente von M ein Urbild in N haben mu& das zu einer 
Gruppe des Theorems isomorph ist, folgt jetzt, da8 C,l(y)/O(C,l(y)) 
einen Subnormalteiler L enthslt, so da8 x in Z(L) liegt und L zu SL,(r) 
isomorph ist. Das gilt such, falls CNl(y) auf&bar ist. Dann ist L zu SL,(3) 
isomorph. 1st x in Z(G) enthalten, so folgt jetzt die Behauptung mit [I]. 
Sei nun x #Z(G). Dann kijnnen wir per Induktion annehmen, da8 N 
einen Normalteiler K enthllt, der zu SL,(t), SU,(t) oder Sp,(t), t ungerade 
isomorph ist. Die Bedingung 31 liefert dann zusammen mit Lemma 3.1, 
daB K zu Sp,(q) isomorph ist. Weiter ist C,(K) zu Zam x Z, isomorph. 
Wir sehen jetzt wie in Lemma 3.1, da0 (x) in dem vollen Urbild in N von 
(K, C,(K)) stark abgeschlossen ist. Sei wieder s eine Involution aus 
C&(x)-(x>, die in G zu x konjugiert ist. Dann ist s nicht in C,(X)’ enthalten. 
Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von C,(X), die s enthalt. Da G eine 31- 
Gruppe ist, folgt dann, da8 C,(s) zu <s, X} x R isomorph ist, wobei R 
genau eine Involution d enthalt. Nach [I I] ist j R 1 > 2. Da aber x nicht 
zu xd aber s zu sd konjugiert ist. folgt jetzt ein Widerspruch. Insgesamt 
haben wir gezeigt, dal3 x in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich 
G stark abgeschlossen ist. Mit [2] folgt jetzt ein Widerspruch. 
LEMMA 7.4. Sei G eine 3I-Gruppe. Sei weiter H E.&~ mit O,(H) g 
Z,n x (Q8 * D,), n > 1, und H/0,,,2(H) g Z; . Dunn ist G nicht quasi- 
einfach. 
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Beweis. Sei X = Z(O,(H)). S t e ze N = N,(X)/O(N,(X)). 1st N ZL 
H/O(H) isomorph, so folgt die Behauptung mit Lemma 7.2. Also ist eir 
minimaler Normalteiler M von Ni = N/X nicht auf&bar. Es besitzt N, 
eine 2-lokale Untergruppe L, die eine Erweiterung von E,, mit & ist. Se; 
zunlchst M n L eine Erweiterung von El6 mit A, . Dann liefert Lemma 2.1. 
da13 M zu PSp,(q), q = 3, 5 (mod 8) . isomorph ist. Jetzt liefert Lemma 7.3 
die Behauptung. Sei also L in M enthalten. Nach Lemma 2.2 ist dann M 
zu PSp,(q), PSL,(q), PSU,(q), A,, , A,, , M,, , MB oder MC isomorph. 
Anwendung von Lemma 4.2 und [lo] liefert nun, daR M zu PSp,(q), PSL,(q: 
oder PSU,(q) isomorph ist. Da Zarz x SL,(q) bzw. Zan x SU,(q) keine 
31-Gruppen sind, folgt nun, dal3 ill zu PSp,(q) isomorph ist. Dann folgt 
die Behauptung mit Lemma 7.3. 
Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes in dem folgenden Sate 
zusammen. 
SATZ 7.5. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe vom Typ (3). Dann ist G 
xu einer perfekten zentralen Erweiterung von J2 durch Z, isomorph. 
8. EMBER 3I-GRUPPEN VOM TYP (4) 
LEMMA 8.1. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei H E -V, mit O,(H) s 
Q2n x (Q8 * DJ. Sei weiter H/O,,,,(H) au einer der folgenden Gruppen 
isomorph. 
(9 4 . 
(ii) A, x Z, , wobei n = 3 ist. 
Dann ist Z(Qe * De) nicht normal in G. 
Beweis. Sei (z) = Z(Qs c D,). Wir nehmen an, da0 (a) normal in G 
sei. Setze G = G/(z). Dann enthtilt G eine 2-lokale Untergruppe ir, so 
da8 O,(R) zu Q2n x E,, isomorph ist. Da A, intransitiv auf E;“G operiert, 
folgt nun, dal3 H eine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt. Sei ix) = 
Q1(Q,n). Sei x zu einer Involution s aus H-(x) in G konjugiert. Dann ist s 
in G immer zu sz konjugiert. Wegen z E Z*(G) ist aber x nicht zu xz in G 
konjugiert. Somit haben wir, da8 such x in Z*(G) enthalten ist. Setze G = 
G/(x). Dann besitzt G eine 2-lokale Untergruppee mit O,(E) E D,m x El, . 
Sei a E D,m mit a2 = 1 und a N s EE-D,~ in G. Sei a, ein Urbild von a. 
Dann ist a, zu xa, aber nicht zu xa, in G konjugiert. Also kann a nicht zu s 
in G konjugiert sein. 
Sei nun a ein beliebiges Element aus D,m und s ein Element aus E-D,,, 
das in G zu a konjugiert ist. Dann k&men wir s2 E D2m annehmen. Also 
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ist s nicht zu a in G konjugiert, da ein Urbild sr von s zu xsr in G konjugiert 
ist. Somit haben wir gezeigt, dal3 D,m stark abgeschlossen in einer Sylow 
2-Untergruppe von G beziiglich G ist. 
Setze nun s” = El,&, wobei #r eine Sylow 2-Untergruppe von B5 ist. 
Wie eben sieht man, daR keine Involution aus E,, zu einer Involution aus 
D,m x El6 konjugiert ist, die nicht in E,, liegt. Da El6 nach [3] nicht stark 
abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G beziiglich G sein kann, 
folgt nun, da8 kein Element aus 3 zu einem Element aus L-3 in G konjugiert 
ist. Also ist s stark abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von G 
beziiglich G. 
Nun sieht man leicht, daB jede Subprodukt-Lokale Untergruppe 3- 
balanced ist. Anwendung von [7] liefert nun, da8 G das direkte Produkt 
zweier Gruppen n1 und ma ist, wobei D,m eine Sylow 2-Untergruppe von 
iv1 und 3 eine Sylow 2-Untergruppe von ma ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Somit ist das Lemma bewiesen. 
LEMMA 8.2. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei H E .A+!~ mit O,(H) s 
Qzn x (Q8 * D,). Sei weiter H/O,,,,(H) zu einer der folgenden Gruppen 
isomorph. 
(i) .-1, . 
(ii) Zz, x 2, , wobei n = 3 gilt. 
Dann ist G BU Sp,(q), q = 3, 5 (mod 8), isomorph. 
Beweis. Setze <<z\ = Z(Qs * D,). Nach Lemma 8.1 ist <z) nicht normal 
in G. Nun ist klar, dal.3 z zu keiner Involution aus Q,n konjugiert ist. Sei 
nun y aus H-(z), so dab y in G zu z konjugiert ist. Sei weiter S eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(y). Setze wieder (x) = .@(Qzn). Dann ist J2,(Z(S)) = 
‘,,S, 8, y I. Wegen der Bedingung 31 folgt nun, da13 (x, Z, yj = &2,(S) ist. 
Also ist S z Q,n x Qs x Qs . Weiter ist C,(y)/O,,,,(C,(y)) zu 2, bzw. 
2, x Z, isomorph. 
Nun folgt, da8 z zu y in NG(Q2n x Qs x Q,) konjugiert ist. Dies liefert 
zunachst n = 3. Weiter erhalten wir, daR C,(y)/O,,,,(C,(y)) zu 2, x 2, 
isomorph ist. Sei nun Q die Quaternionengruppe aus O,(H). Wir betrachten 
zunachst C,(Q). Da es ein Element von der Ordnung 3 geben mu& das 
transitiv auf den drei Quaternionengruppen von S operiert, folgt, daD 
C,(Q) nicht in H enthalten ist. Nun hat C,(Q)Q/Q eine Sylow 2-Unter- 
gruppe, die zu Q, t 2, isomorph ist. Das liefert nun mit Lemma 2.1, da8 
C,(Q)Q/Q einen Normalteiler M enthllt, so daB M/O(M) zu PSp,(q), 
q = 3, 5 (mod 8), isomorph ist. Somit haben wir nun, dal3 eine Sylow 
2-Untergruppe von G zu Q, x (Qs { 2,) isomorph ist. Nun folgt weiter, 
daB N,(S)/O(N,(S)) eine Untergruppe isomorph zu S&(3) l 2, enthalt. 
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Man sieht jetzt leicht, da8 zx in Z*(G) liegt. Nun ist eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G/Z*(G) zu Qs * (Qs { 2,) isomorph. Anwendung von [13] 
liefert nun die Behauptung. 
LEMMA 8.3. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe und H E A1 mit O,(H) s 
Qzn x (QS * Da), so day H/O,>,,(H) zu einer der folgenden Gruppen isomorph 
ist. 
(9 4 * 
(ii) ,X5 X 2s , wobei n = 3 ist. 
(iii) (A, x Z&r), wobei (A,, Y) xu & und (2,) r) zu 2Yo isomorph 
ist. Weiter ist n = 3. 
Dunn ist Z(Qs 4 D,) nicht normal in G. 
Beweis. Setze wieder (z> = Z(Qs * De) und (x) = Z(Qzn). Sei weiter 
Q = Q2n und R = Q/<x). Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von H. Dann 
gibt es in Q ein Element b von der Ordnung vier, so daI3 b(x) zentral in 
T/<x) ist. Wir bestimmen zunachst Co(b). Wir wissen, daB Co(b) eine 
2-lokale Untergruppe H1 besitzt, so da8 O,(H,) zu Z,n - 1 x (Qs c DS) 
und H,/O,,,,(H,) zu & isomorph ist. Sei Co(b) $ H. Jetzt liefern die 
Ergebnisse aus Paragraph 7, daB N,,,,,((b)) einen Normalteiler M besitzt, 
so daB M/O(M) zu Z,m x PSp,(q) isomorph ist. Weiter bewirkt 
N o,,,,((b))/M eine Automorphismengruppe auf PSp,(q). 
Wir zeigen jetzt, da13 No,&(b)) eine Sylow 2-Untergruppe von G/<z) 
enthtilt. Dazu betrachten wir N = C o~c~~(x)/O(C~~~~~(x>). Setze Nl = 
N/(x). Sei T1 eine Sylow 2-Untergruppe von N,,&(b)) und T, = T,/(x). 
Dann folgt, daB b(x) nur zu den Involutionen aus Z(T,) konjugiert sein 
kann, die in R liegen, da alle anderen Involutionen Urbilder i besitzen, 
die zu iz konjugiert sind, wahrend b nicht zu bz konjugiert ist. 
Wir haben somit gezeigt, daI3 T, eine Sylow 2-Untergruppe von N ist. 
1st r # x eine Involution in T1 , so besitzt r ein Urbild rl , das z-u rl.s 
konjugiert ist. Das liefert, dal3 (‘xi stark abgeschlossen beziiglich G/(z) 
in Tl ist. Jetzt liefert [2], daR N = G/(z) gilt. Insbesondere haben wir 
somit gezeigt, daI3 T, eine Sylow 2-Untergruppe von G/(z) ist. 
Da (b) nicht in G normal ist, folgt, da13 N,,,&(b)) einen Normalteiler 
M1 besitzt, so da8 M,/O(M1) zu Qi x PSp,(q) isomorph ist, wobei Q1 eine 
Quaternionengruppe mit 1 Q : Qi 1 < 2 ist. Weiter bewirkt No,,,,((b))/M, 
eine Automorphismengruppe auf P@,(p). Sei jetzt T, eine Untergruppe 
vom Index zwei in TX , die eine Sylow 2-Untergruppe von M1 enthalt. 
Sei weiter a ein Element von minimaler Ordnung in T,-T, . Da b nur zu 
Elementen aus Q1 in G konjugiert ist, folgt, daD a zu einem Element aus T3 
nur dann konjugiert ist, falls diese Konjugation such in N,,,,,((b)) geschieht. 
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Das liefert nun, daD Qi = Q ist, und da13 die Ordnung von N,,,,,((b))/lM, 
ungerade ist. Jetzt haben wir, dal3 eine Sylow 2-Untergruppe von G die 
Gestalt Q x S hat, wobei S eine Sylow 2-Untergruppe von Sp,(p) ist. 
Wir wissen, dal3 sowohl Q als such S in Q x S stark abgeschlossen beziiglich 
G sind. Jetzt liefert die Anwendung von [7] die Behauptung. Damit ist das 
Lemma bewiesen. 
Sei jetzt C,(b) in H enthalten. Dann ist T eine Sylow 2-Untergruppe 
von G. Mit den gleichen Methoden wie oben sieht man jetzt, da8 Qs * D, 
stark abgeschlossen in T beztiglich G ist. Mit [3] folgt dann die Behauptung. 
LEMMA 8.4. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe. Sei HE J1 , mit 
O,(H) g Q2n x (Qs c D,). Sei weiter H/O,,,,(H) zu einer der folgenden 
Gruppen isomorph. 
(i) .& . 
(ii) & X 2, , wobei n = 3 ist. 
(iii) (A, x Z&T), wobei (A,, r> xu lY5 und <Z, , r > zu & isomorph 
ist. Weiter ist n = 3. 
Dunn ist G zu 2$,(q), q = fl (mod 8), isomorph. 
Beweis. Setze (zj = Z(Qs + D,) und Q = Qzn. Nach Lemma 8.3 ist 
(a) nicht normal in G. Sei K = (b) wie in Lemma 8.3. 
Sei &UWVJG(W) zu einer Untergruppe von H/O(H) isomorph. 
Dann folgt, daf3 H eine Sylow 2-Untergruppe von G enthllt. Nun folgt 
weiter, da8 die drei Involutionen aus Z(O,(H)) in drei verschiedenen 
G-Konjugiertenklassen liegen. Sei nun s aus H-(z) eine Involution, die in 
G zu z konjugiert ist. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von C,(s). Dann 
enthalt Z(S) die Gruppe (z, x, s), wobei (x) = Z(Q) sei. Wegen der 
Bedingung 31 folgt nun, da0 (a, x, s} = Gin,(S) ist. Nun uberlegt man sich 
leicht, daB S einen Normalteiler vom Index zwei besitzt, der zu Q x Qs x Qs 
isomorph ist. Weiter folgt, da13 C.&s) ein Element p von der Ordnung drei 
besitzt, daB auf Qs x Qs operiert. Weiter ist s zu z in N,(Q x Qs x Qs) 
konjugiert. Das widerspricht aber der Struktur von N(Q). 
Wir haben somit gezeigt, daD N,(K)/O(N,(K)) zu keiner Untergruppe 
von H/O(H) isomorph ist. 
Wie in Lemma 8.3 sehen wir, da13 L = C,(z)/O(C,(z)) einen Normalteiler 
R enthalt, der zu Spa(q), mit ungeradem q, isomorph ist. Sei zunachst C,(R) 
au&bar. Dann sieht man sofort, daB (z} in (R, CL(R)> beziiglich G stark 
abgeschlossen ist. Sei jetzt s eine Involution aus C,(z), die in G zu z 
konjugiert ist. Dann zentralisiert s die Involutionen z und x. Da z nicht 
zu zx konjugiert ist, folgt jetzt, daB [K, s] = 1 ist. Wegen der Bedingung 3Z 
folgt, daR s kein Quadrat in C,(z) ist. Aber s zentralisiert in R immer ein 
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Element von der Ordnung vier mit Quadrat z. Das ist ein Widerspruch. 
Jetzt liefern [2] und Lemma 8.3 einen Widerspruch. Also ist C,(R)/Z(R) 
zu S&.(r) oder a, isomorph. Weiter folgt wie eben, da13 z zu einer Involution 
s f z aus (C,(R), R) in G konjugiert ist. Das liefert, daB CL(s) eine Sylow 
2-Untergruppe enthalt, die einen Normalteiler P enthalt, der zu Qr x 
Q2m x Qpt, wobei Qr eine Quaternionengruppe ist, isomorph ist, so daB 
s zu x in N,(P) konjugiert ist. Das ergibt, da8 Qr zu Qzm isomorph ist. 
Weiter enthalt G eine Untergruppe B, so daR B/O(B) zu SL,(q) j 2, 
isomorph ist. Schlieblich haben wir noch, daR (zx) in (C,(R), R) beziiglich 
G stark abgeschlossen ist, und daB z zu s in C,(zx) konjugiert ist. Mit [l] 
folgt jetzt, daI3 C,(zx)/O(C,(zx)) einen Normalteiler enthalt, der zu Sp,(q) 
isomorph ist. Sei t + xx eine Involution aus CG(.zx), die zu zx in G 
konjugiert ist. Dann ist t in C&(ZX) kein Quadrat. Weiter zentralisiert t 
ein Element a mit a2 = z. Also ist t zu zx in C,(x) konjugiert. Das ist aber 
ein Widerspruch. Anwendung von [2] liefert jetzt die Behauptung. 
Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes in dem folgenden Satz 
zusammen . 
SATZ 8.5. Sei G eine quasieinfache 3I-Gruppe vom Typ (4). Dann ist G 
zu Sp,(q) mit ungeradem q isomorph. 
9. EMBER 31-GRUPPEN VOM TYP (5) 
LEMMA 9.1. Sei G eine 3I-Gruppe. Sei eueifer HE &%‘l mit O,(H) s 
Dan 4 (D, * Q8). Es sei H/O,,,,(H) xu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(9 4 . 
(ii) Z5 . 
(iii) A, . 
(iv) & . 
Setze O,(H) = (y, x> + (Qe * Ds), wobeio(y) = 2’+l, O(X) = 2 und (y, x) g 
D,n sei. Setze weiter R = Co(Z(O,(H))). Sei C,(x)/O(C,(x)) zu keiner 
Untergruppe von H/O(H) isomorph, so ist C,(x)/O(C,(x)) xu (x) x Sp,(q) 
oder ((x) x Sp,(q))(a), wobei a e&en Automorphismus auf Sp,(q) induziert, 
isomorph. 
Beweis. Setze S = CR(x)/O(CR(x))<x, Z(O,(H))). Nun enthalt S eine 
2-lokale Untergruppe L, so dal3 O,(L) zu El, isomorph ist. Sei zunachst 
L/O,(L) auf&bar. Dann liefert die Struktur von H, daB such S au&bar 
ist. Das liefert dann aber, da13 CR(x)/O(CR(x)) zu einer Untergruppe von 
H/O(H) isomorph ist. 
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Wir haben somit gezeigt, daD L/O,(L) nicht auf&bar ist. Dam-r ist 
5/O,,,,(L) zu A, oder Z; isomorph. Sei M ein minimaler Normalteiler von S. 
Nach Lemma 2.1 und 2.2 ist dann M zu PSp,(q), PSL,(g), PSU,(q), A,, , 
A r1 , M,, , MB oder MC isomorph. Anwendung von [IO] und Lemma 4.2 
liefern, da0 M zu P&Q(~), P?&(p) oder PSU,@) isomorph ist. Da 
2, x S&(q) bzw. 2, x SU,(q) keine 3I-Gruppen sind, folgt nun die 
Behauptung. 
LEMMA 9.2. Seien die Bezeichnungen und Voraussetzungen wie in Lemma 
9.1. Sei weiter G quasieinfach. Ist C,(y)/O(C,(y)) nicht zu einer Untergruppe 
van H/O(H) isomorph, so enthiiZt P = N,(( y))/O(N,(( y))) einen NormaZteiZer 
N, der zu Sp,(q), mit ungeradem q, isomorph ist. Weiter enthiilt die Gruppe 
C,(N) eine Diedergruppe von der Ordnung acht. 
Beweis. Setze R, = Cc((y))/(y). Setze weiter R, = Rr/O(RJ. Dann 
enthalt R, eine 2-lokale Untergruppe L, so da8 O,(L) zu El6 und L/O,,,,(L) 
zu A,, &, A, oder TYa isomorph ist. 
Sei M ein minimaler Normalteiler von R, . Dann ist M nicht au&bar. 
Sei zunfchst (M nL)/O(M nL) zu E,,A, isomorph. Dann folgt mit 
Lemma 2.1, dal3 M zu PSp,(q), Ja oder L,(4) isomorph ist. Anwendung 
von [IO] liefert, daf3 M zu PS’&) oder L,(4) isomorph ist. Weiter liefert 
nun Satz 3.5, da8 M au P,?+,(q) isomorph ist. 
Sei nun (M n L)/O(M n L) zu El6 . & isomorph. Dann liefert Lemma 2.2, 
dal3 M zu PSp,(q), PSL,(q), PSU,(q), A,, , A,, , M,, , Mz, oder MC isomorph 
ist. Wieder liefern [lo] und Lemma 4.2, da8 M zu PSp,(q), PSL,(q) oder 
PSU,(q) isomorph ist. Dies erhalt man such, falls (M n L)/O(M n L) zu 
E,,A, isomorph ist. 
Sei jetzt (fi,Zn L)/O(Mn L) zu El,,& isomorph. Dann ist diese Er- 
weiterung nicht zerfallend. Die Anwendung von Satz 2.27 liefert, dal3 M 
zu PSL,(q) oder PSU,(q) isomorph ist. 
1st C,(N) zyklisch, so erhalten wir mit Lemma 3.2 einen Widerspruch. 
Das liefert jetzt, da G eine 31-Gruppe ist, da0 N zu Sp,(q) isomorph ist. 
Weiter mu6 C,(N) eine Diedergruppe von der Ordnung acht enthalten. 
LEMMA 9.3. Ist G quasieinfach, so ist C,(y) 2-constrained. 
Beweis. Sei (z) = Z(O,(H)). Sei weiter C,(y) nicht 2-constrained. 
Nach Lemma 9.2 enthalt dann N,(<y>)/O(No((y))) einen Normalteiler N, 
der zu S&(g) isomorph ist. 
Sei zunachst z nicht in Z(G) enthalten. Dann folgt per Induktion, daB 
C,(z)/O(C,(z)) einen Normalteiler M enthalt, der zu S’,(q) isomorph 
ist. Weiter enthalt CC,(e),O(C-(Z)~(M) eine Diedergruppe von der Ordnung 
acht. Sei jetzt T eine Involution aus M, so da13 rZ(M) in einer Sylow 2-Unter- 
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gruppe von M/Z(M) zentral ist. Wir betrachten jetzt Co(r)/O(Co(r>). Sei 
t eine Involution aus C,(r), die zu z in Co(r) konjugiert ist. Weiter sei z # t. 
Nun ist sofort klar, daD t. nicht in C,(r) n (M, ~=~~~~,o~~~~~)~~~~> enthalten 
ist. Sei T eine Syfow ZUntergruppe von C+)(t), die x enthalt. Dann ist 
L&(T) = (z, Y, t>- Weiter ist t kein Quadrat m C,(Y). AuBerdem ist t zu fr 
in G konjugiert. Da aber z nicht zu XY konjugiert ist, folgt jetzt ein Wider- 
spruch. Somit haben wir gezeigt, daf3 <z? in einer Sylow 2-Untergruppe 
von Co(r) beziiglich C,(Y) stark abgeschlossen ist. Mit [2] folgt jetzt, da8 
C~~~~~~(C~~~~~ einen Subnormalteiler L g S&(q) enthglt, der r im Zentrum 
hat, Mit [I] folgt dann ein Widerspru~h. 
Sei jetzt x in Z(G) en&a&en. Sei r eine Involution aus AT, so daf3 rZ(N) 
im Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von N/Z(N) enthalten ist. 1st U 
ein quasieinfacher Subnormalteiler von Co(r)/O(C&)), so ist U zu einer 
Gruppe aus Satz 3 isomorph. Jetzt kann man nachpriifen, daf3 C~~~~~O~C~(y~) 
einen Subno~alteiIer L z SLafq) enthglt, der r im Zentrum hat. &lit El] 
folgt jetzt wieder der Widerspruch. 
Beweis. Sei zunachst o(y) & 8. Dann folgt leicht, da13 H eine Sylow 
2-Untergruppe von G enthllt. Nun rechnet man nach, da13 (y) stark 
abgeschlossen in einer Sylow 2-Untergruppe von Co(x) beziiglich Co(s) 
ist, Also folgt fur o(y) 3 8 die Behauptung. 
Sei nun o(y) = 4. Setze E = O,(H), , ,. j(x\ Dann ist E elementar abelsch 
von der Ordnung 64. Weiter sei C = C,(z)/(z) und I? eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von H/(z). 
Sei zunPchst N/O,~,,(H) zu A5 isomorph. Dann besitzt C ein Element p 
von der Ordnung drei mit p E N&L’) und C,(p) C E. Das liefert, da8 U 
eine Sylow 2-Untergruppe von C ist. Weiter ist (y>/<x> stark abgeschlossen 
in E beziiglich C. Das liefert dann such, dal3 (y)/(z) stark abgeschlossen 
in U beziiglich C ist. Nun liefert [2] die Behauptung. 
Sei nun N/Oat,,(H) zu zl, isomorph. Dann gilt wieder, da!3 U eine Sylow 
2-Untergruppe von C ist. Da wieder {y)/(g> stark abgesehlossen in E 
ist, folgt dann wieder mit [2] die Behauptung. Genauso erhalt man fur 
~~U~*,~~~) E -4, die Behauptung. 
Sei nun &‘Oal,@) zu Z;, isomorph. Wir geben U mit Erzeugern an. 
Es sei E=<y,e,,e,,e,,,~~, x> und U = E(p, T>(v>(w>, Hierbei sei 
(p, T)(v)E/E eine Diedegruppe von der Ordnung acht. Weiter sei 
L{w)E/E, (w, r)(v)E/E] = 1. Man rechnet nun leicht nach, dal3 man den 
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Elementen p, r, v und w die folgenden Matrizen, die die Operation auf E 
beschreiben, zuordnen kann. 
P-+ 
-1 0 0 0 0 0’ 
010000 
001000 
010100 
001010 
-0 0 0 0 0 1, 1 
V-+ 
-1 0 0 0 0 0’ 
010000 
011000 
000100 
000110 
,o 0 0 0 0 1. 
Dem Element w ordnen wir zuniichst nur eine 5 x 5-Matrix zu, die die 
Operation auf (y, e, , e2 , es , e4) beschreibt. 
10000 
01000 
w--+ I 0 0 1 0 0. 1 0 1 1 1 0 11001 
Nun rechnet man nach, daB w” = rw mit T E (y, e,e,) gilt. Da T nicht 
nur einen 3-dimensionalen Unterraum von E zentralisieren kann, folgt 
a = 1. Weiter haben wir w” = elezw oder wx = ye,e,w. 
Sei zuerst We = eiesw. Dann ist Z(U) = (y, eie,), Z,(U) = (y, ei , e2 , 
WP, x) und Z(U mod(e,e,)) = ( y, e ,,e,).SeigECmitE$:E~_CU.Dann 
ist Eg C R = E(p, r, w). Das liefert dann Es = (y, e, , e, ; CL, 7, w>. Aber 
‘Z,(r), El f [Z,(T), Egl. 
Somit haben wir in diesem Fall gezeigt, daf3 U eine Sylow 2-Untergruppe 
von C ist. Nun ist C,(x) = E(p, v). D amit ist C,(X) eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(x). Wegen Z(C,(x)) = <y, eie, , x) kann man nun nach- 
priifen, dal3 x zu keiner Involution aus (y, e, , e2 , ea , e&&, 7, Y, w> in C 
konjugiert ist. Somit hat also C eine Untergruppe vom Index zwei. Ware 
y nicht in Z*(C), so enthielte CG(z)/O(CG(z)) eine quasieinfache Unter- 
zruppe vom Typ (2). Das ist aber nicht moglich. 
Sei nun w” = ye,e,w. Dann ist C,(y)/O(C,(y)) zum Zentralisator einer 
Involution aus A,, isomorph. Weiter gilt nun Z(V) = (y, eie,), Z,(V) = 
<Y, e, , e,> und G&(u)) = E+, 7, w>. Nun gibt es in C,(Z,(U)) drei 
181/43/2-10 
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elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 64. Diese sind E, 
E1=;Y,e~,e,,~,r,eL’)undE,=,v,e,,e,,x,~,rw).Wegen/EAE,[# 
/ ITI n E, j und j E n El j I;i: /E, n E, / folgt, daR cr eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C ist. Nun folgt- die Behauptung aus [16, Lemma (6.2) 
und (6.4)]. 
SATZ 9.5. Sei G eke 3I-Gruppe mm Typ (5). Dunn ist G nicht q~s~~~fach. 
Beweis. Sei also G quasieinfach. Dann haben wir gezeigt, daD <y\ 
normal in C,(z)/O(C,(z)) ist. 
Sei <yr> = @iy)). Sei weiter x zu einer Involution aus C&r) in G 
konjugiert. Da diese Konjugation mcht in C,(Z) stattfinden kann, folgt 
nun, daf3 es ein Element x1 f ,a in C,(Z) geben mu& das zu 2 in G 
konjugiert ist. 
Nach Lemma 9.3 ist C,(y)lO(C,(y)) zu einer Untergruppe von H/O(H) 
isomorph. Sei zunachst H/O,,,Z(H) zu A, isomorph. Sei Y das Element, 
zu dem x konjugiert ist. Dann folgt zunlichst o(y) = 4. Weiter sieht man 
leicht, dalj r nicht in CoZ(&y) liegt. Betrachtet man nun Cc-~Z)(r), so sieht 
man, daR (z) in einer Sylow 2-Untergruppe dieser Gruppe charakteristisch 
ist. Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun H/O,,,,(H) zu 2s tsomorph. Dann sieht man wie eben, daB Y 
nicht m \H’, O,(H)) liegt. Dann zentralisiert r in CO,cHl(y) eine Gruppe, 
die zu <y) * Qs isomorph ist. Das liefert wieder, da13 (~1 charakteristisch 
in einer Sylow Z-Untergruppe S von C,(Y) ist. Xun wird / C,(x)\ durch 
27 geteilt. Weiter ist ix, x> =: Z(L), wobei L eine Sylow 2-Untergruppe 
von C,(x) ist. Das liefert, dab x zu r in C,(Z) konjugiert ware Dies ist aber 
ein Widerspruch. 
Sei nun H/O,,,,(H) zu A, isomorph. Dann ist O,~.,(c,(x))/O(c,(x)) zu 
ix) x (Qs * D,) isomorph. Weiter ist Co(x)jO,~,,(C,(x)) zu A, isomorph. 
Somit ist der 2-Anteil von 1 C,+..(E)\ hochstens 26, fur jedes Element E 
aus C,(x) mit o(E) == 4. Das liefert nun, da0 der 2-Ante8 der Ordnung 
von C&r) genau 27 ist. Sei I ein Element aus C,(x) mit / CC,~a)(Z)jz = 26. 
Dann ist E2 = Z. Da nun y zu einem solchen Element I konjugiert ist, folgt, 
daf3 x zu Y in C,(Z) konjugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch. 
Sei zuletzt H/O,,,,(H) zu ZG isomorph. Dann ist O,~,,(C,(x))~O(C,(x)) 
zu (x) x (Qs * D8) isomorph. Weiter ist C,(x)/O,~,,(C,(x)) zu Z; isomorph. 
Jetzt gilt, darj 27 die Ordnung von C,(y) n C,(r) teilt. Da es aber in Co(x) 
keine Elemente I von der Ordnung vier gibt, so daD 2’ die Ordnung von 
C,(x) n C,(E) teilt, folgt nun ein Widerspruch. 
Sei V eine Sylow 2-Untergruppe von C,(y,). Dann ist V,x> eine Sylow 
2-Untergruppe von G. Nach dem eben Bewiesenen ist x zu keiner Involution 
aus V in G konjugiert. Anwendung von [28, Lemma 5.381 liefert jetzt, 
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daR G eine Untergruppe vom Index zwei besitzt. Dann ist G aber nicht 
quasieinfach. Damit ist der Satz bewiesen. 
10. UBER 31-GRUPPEN VOM TYP (6) 
LEMMA 10.1. Sei G eine 3I-Gruppe. Sei we&r H f Al , so daJ O,(H) 
u”u Z,n x Z,n x Z+ isomorph ist. Sei weiter H/O,t,s(H) zu L,(7) isomorph. 
Ist n 3 2, so ist G zu O’Nan’s sporadischer einfacher Gruppe isomorph. 
Beweis. Die Behauptung folgt aus [21] und Lemma 4.3. 
LEMMA 10.3. Sei G e&e quasieinfache 3I-Gruppe. Sei H EJ&~ eine 
2Jokale Untergruppe, so daj O,(H) xu &, und H/O,,,,(H) zu L,(7) isomorph 
ist. Dann ist G zu G,(q) oder D42(q), q ungerade, isomorptz. 
Bezeis. Zun&chst ist klar, da13 G emfach ist. Wir nehmen zunHchst an, 
daf3 .9?Ma(2) leer ist. Dann folgt mit [4, Corollary A(II)], daf3 G zu G,(q) 
oder De2(q), q = &l (mod 8), isomorph ist. 
Sei also .Y%‘Jy^,(2) nicht leer. Setze E = O,(H). Sei weiter T eine Sylow 
2-Untergruppe von H. Dann sei A ein Element aus ..Y%KY(S), wobei S 
eine Sylow 2-Untergruppe von G sei, die T enthalt. 
Zerfallt H/O,,,,(H) tiber O,,,,(H)/O(H), so gibt es in H/O(H) eine 
Untergruppe L, die eine zerfallende Erweiterung von E mit & ist. Weiter 
enthalt dann O,(L) eine elementar abelsche Gruppe wn der Ordnung 16. 
Das widerspricht aber der Bedingung 31. 
Somit haben wir gezeigt, dalj H/O,,,,(H) nicht i.iber O,,,,(H)/O(H) 
zerfallt. Das liefert dann, da13 T eine charakteristische Untergruppe R 
enthah, die zu Qs * Qs isomorph ist. Weiter gilt C,(R) C R. Da .9%4,(S) 
nicht leer ist, folgt nun mit [l 1, Lemma 21 1 S f < 2’. 
Wir zeigen ztmachst S = T. Sei also j S : T j = 2. Nun gibt es in R 
genau zwei elementar abelsche Untergruppen E und I? von der Ordnung 
acht, die in T normal sind. Also ist E zu F in S konjugiert. Somit folgt, 
daB A nicht in T liegt. Es gilt also S = T,*‘v \. mit 21 E 21 und z!e = 1. Damit 
hat u unter der Operation von R hijchstens vier Konjugierte. Somit enthllt 
C,(v) eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung acht. Diese 
muJ3 dann E oder F sein. Das ist aber ein Widerspruch. Somit ist T = S 
bewiesen. 
Wir haben gezeigt, daR eine Sylow 2-Untergruppe von A eine Sylow 
2-Untergruppe von G ist. Die Anwendung ron [5] liefert jetzt, dai3 G zu 
G,(p), r>,2(@, p s 3, 5 (mod 8), oder A!&, isomorph ist. Da aber Ic1r, keine 
2-lokale Untergruppe enthalt, die 2-constrained und nicht au&bar ist, 
folgt nun die Behauptung. 
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Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes in dem folgenden Ss 
zusammen. 
SATZ 10.4. Sei G eke quasieitzfache 3I-Gruppe vom Typ (6). Dunn ist 
zu einer der folgenden Gruppen isomorph. 
(i) G,(q) o&r Da2(q), q ungerade. 
(ii) O’Nan’s sporadische einfache Gruppe. 
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